Optional

Barycentre

Exercice 1 :
Soit $G$ le centre de gravité de A B .

On sait que les barycentres sont des combinaisons linéaires des sommets, donc il existe des nombres
L4, Z tels que :

D=gA4+yB+:2C, FE=z'B4+y'A4+2C, F=zx"C4y"A 4 2B,
ou rHy+z = z'Hy'+z’ = ¥ty 4z =1,

On sait que le barycentre de $n$ points de masses respectives 11y Mgy - -y Tn et de barycentres
m1+m2+"'+mﬂ_ )

$G 1,G 2, ..., Gy estlepoint de barycentre

Ainsi, le barycentre de $(A,1)(B,2)(C,3)$ est I} = %{A 4+ 2B 4+ 3{?} , donc le barycentre de
(A,2)(B,3)(C,1) est:
2 3 1
B =FB+4+;A+zC
(34 +2B 4 C)
.1(A +2B +30C)
— 1D
De méme, on trouve :
F=1imE=1D
Ainsi, les masses des points $D$, $E$ et $F$ sont respectivement $6$, $2$ et $45.

B2 |

Le centre de gravité d'un triangle est le barycentre de ses sommets avec des masses égales. Donc :
G=1A+B+C)
Le centre de gravité de $DEF$ est donc le point de barycentre :
B 2 4
ﬂf =D +nE+ ?F
(A+2B+3C)+5(3A+2B4+C)+;D
= 3-(134 4 8B 4 10C)
1 4 )
= EI:A —+ EB —+ ﬁc:l

L T Ll

Mais on peut exprimer $G$ avec les mémes coefficients :
1 1 1 3 3
G=3A+B+C)=32A+2B+2C) =g(A+5B+5C).

Ainsi, M est le barycentre de A, B et C avec des masses respectives % . 14—3: 15—3 , donc il s'agit bien du
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centre de gravité de ABC.

Exercice 2 :

—

— — 72— 9
a)Ona CA4 = 513 PA—E PE= _EPA—I_EP

b

— 92—
A,

PA = —%PB—F ou $P$ est le barycentre de I:A 3:' {313:2} .

R . —_— o= == g4 a— I3
De méme, on peut écrire [0 d = _EPA+EPB et DB = _EPB+5PA .

, — 32
On cherche les points M tels que |MA+§MB‘ =

En développant cette expression, on obtient I'équation suivante :
a4 3aaay 3¢ 357, 252
|{MA—|—§MB:I—EI(—EPA + EPB:I‘ =5.

En d'autres termes, on cherche les points M situés sur la droite passant par ﬁ et paralléle a ﬁ (car
ﬁ est perpendiculaire a la droite passant par M et a ), et tels que

‘ — T2 99— £ —= |
MA+§MB—EPA -+ EPB = 5[5 =1

, _— . . S=7 65a
L'ensemble des points M vérifiant cette équation est donc un cercle de centre E’_PA EPB et de

rayon 1.

En procédant de méme pour la seconde question, on obtient que I'ensemble des points vérifiant I'équation

— _— — — ) £ i 8 on 5
|2MA—|—3MB| — |3MA—|—2MB| est un cercle centré en EPA+EPB et de rayon ik

En effet, on developpe I'expression | IMA+3IMEB | = | 3MA-+2MEB | pour trouver :
5|MA; —MBE |2 — (). ce qui montre que la droite passant par A et B est perpendiculaire a la droite
]

M b5, B ol
passant par M et EPA+EPB'

On a donc que I'ensemble des points solution est un cercle centré sur la droite passant par $A$ et $B$ et
de rayon d(A,B}% :

Exercice 3:

a) Pour que Mﬁ—I—MB)—I—EML% soit colinéaire a BC; , il faut que les vecteurs Mﬁ—I—MB)—I—EML%
et BCE soient paralleles, c'est-a-dire que leur produit vectoriel soit nul (car le produit vectoriel de deux

vecteurs non nuls est nul si et seulement s'ils sont paralleles).

Donc, on a I'équation suivante :



et

(MA4+MB42MC)x BC =0

En développant le produit vectoriel et en utilisant les propriétés du produit vectoriel, on obtient :

(MA x BC) + (MB x BC) +2(MC x BE) = 0 -

Donc, pour que M;i—i—MB}—i—EME}; soit colinéaire a %5Cvec{BC}, il faut et il suffit que les vecteurs
MA x BC, MB x BC et MO x B soient tous nuls.

b) Pourque | pMFA L MBLIMC | = |MA+ME—2M5

Il faut que le carré de la norme de ME—I—MB)—I—ZME}; soit égal au carré de la norme de

— — — |— —> — |2 — — ——3 i — — —s —3 —3 — —s — —3 —3 —> —3
MA+MB-2MC | MA+MB4232C | = | MA+MB-20a8 |” (MA+ 3B +2318) - (MA+ MB+2MC) = (MA+MBE-234C) - (MA+MB—232¢) EN
développant le produit scalaire et en utilisant les propriétés du produit scalaire, on obtient :

— |2 — — — — — 2 — —= — — — |2 — — — — — 2 — —3 — —
|34 " 1+ 2(3rd - MB) + 4(MA - M) + | ME " + a(MB - M0y +aie - MC) = | MA | 1+ 204 - MB) — a(rA - M6) + | ME | + 4GB - 3T — a(ME - MC)

Les termes de méme nature s'annulent :

— — — — — —
4(MA - MC) +8(MB - MC) = —8(MA - MC)

Donc, pour que | Mﬁ+Mﬁ+gMé — | Mﬁ—l—MB)—EMf_% | , il faut et il suffit que

MA - MC +2(MB - MC) = 0.

Exercice 4 :

Pour montrer que les points |, | et K sont alignés, il suffit de montrer que ces trois points sont colinéaires,
1 N A —_— —_—> \ —3 . . —
c'est-a-dire que les vecteurs y7 et g~ sont paralleles (le vecteur y7 estproportionnela jg~ ).

Le vecteur ﬁ peut s'exprimer en fonction des vecteurs E et ﬁ : ﬁ — E + ﬁ

Le vecteur T peut s'exprimer en fonction des vecteurs 74 et AI{E . TR — JA _|_AEE

On connait I'expression des vecteurs E, ﬁ! TA et AK; en fonction des vecteurs E! _B}, O et
%

D .
En développant ces expressions, on obtient :

—

IJ =

—

(C-D)IK (C-D)

HR | =

(BE-O)+

HR | a2

(4 +B)+

B2

B2

(A+E-C-D)+

B2

1.2 —= 1.2 = ) ,
On peut remarquer que les termes E':C — D} et E(C — D} apparaissent dans les expressions de

ﬁet E
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On peut factoriser ces termes pour simplifier les expressions :
— 1.+ = = — 1.—2 —=
Ij = E{A—I—B—G—D}—I—E{C—D}

1., = =2 = = —
—{4+B-C-D+C-D)

e —

— YA +E-2D)

— 1,2 = 7.2 = 1.2 —
K =YA+B) +3EB-C)+1C-D)
- = = = - =
—L{A+B)+3(E-C+3(C-D)
1., = = = = —

=3(4d+B+B-CH+C-D)
1.—3 - =
— {4 +2B-D)

Maintenant, on peut comparer les expressions de ﬁ et IKE .

%

. —* —3 A
On remarque que les coefficients devant les vecteurs 4 B et j; sontles mémes dans les deux

1
expressions.

Donc, les vecteurs ﬁ et E sont paralleles et les points |, ] et K sont alignés.
Exercice 5 :

a) Pour montrer que les droites (AC), (BD) et (GH) sont concourantes, il suffit de montrer que les points A,
C et G (ou les points B, D et H) sont alignés.

Le point G est le barycentre du systeme de points pondérés {(A,2);(B,1)}, donc les coordonnées de G
peuvent s'exprimer en fonction des coordonnées de A et B :

- B

Cad b=

2
G=gq A+tgg-B=3-4+

De méme, le point H est le barycentre du systéme de points pondérés {(C,2);(D,1)}, donc les coordonnées
de H peuvent s'exprimer en fonction des coordonnées de CetD :

- D

L=

.g_|_2—.D:%.g_|_

H =3 T

—

Si les points A, C et G sont alignés, alors les coordonnées de G peuvent également s'exprimer en fonction
des coordonnées de A et C:

2 1
G=g A+t C=534+5C
Donc, on a les égalités suivantes :
2 1 2 1 1 1
g'A+§'B=§'A+§'G§'B=§'G



Cela signifie que les coordonnées de B et C sont égales. Donc, les points B et C sont confondus et les
droites (AC), (BD) et (GH) sont concourantes.

b) Soit E le barycentre du systeme de points pondérés {(G,3);(D,1)}. Pour montrer que E est le milieu de
[AQ], il suffit de montrer que les coordonnées de E sont la moitié des coordonnées de O.

Les coordonnées de G sont données par % - A+ % - B etles coordonnées de D sont simplement les
coordonnées de D (puisque son coefficient de pondération est 1).

Les coordonnées de E peuvent donc étre calculées comme suit :
B=3q7 G+ D=3-GA+3-B)+3-D
En multipliant et en simplifiant les termes, on obtient :

E=%-A+1.B4+%-D

[l ol

Les coordonnées du centre O du parallélogramme ABCD sont la moyenne des coordonnées de A, B, C et D,
c'est-a-dire :

O=%x(A+B+C+D)

Comparons les coordonnées de E et O :

E §XA+%XB+%XD

O=3xA+B+C+D)

Les coordonnées de E sont la moitié des coordonnées de O. Donc, E est le milieu de [AO].

Exercice 6 :

1. Pour construire le barycentre des points {(A,1);(B,2)} sachant que AB = 6 cm, nous utilisons la formule
du barycentre :

G=(1/(1+2) x A + (2/(1+2) x B

Nous prenons un compas, placons sa pointe en A et ouvrons le compas a une longueur de 2 cm
(pondération correspondant a B).

Nous tracons un arc de cercle depuis B jusqu'a I'intersection de I'arc de cercle précédent avec le segment
AB. Nous notons ce point d'intersection G.
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2. Pour construire le barycentre des points {(A,3);(B,-3)} sachant que AB = 8 cm, nous utilisons la méme
formule du barycentre :

G=(3/B+(3)xA+(-3)/B+(-3))x B

Nous prenons un compas, placons sa pointe en A et ouvrons le compas a une longueur de 3 cm
(pondération correspondant a A). Nous tracons un arc de cercle depuis B jusqu'a l'intersection de I'arc de
cercle précédent avec le segment AB. Nous notons ce point d'intersection G.

3. Pour construire le barycentre des points {(A,1);(B,-2)} sachant que AB = 4 cm, nous utilisons encore la
formule du barycentre :

G = (1/(+(-2) x 4+ (-)/(1+(-D) x B

Nous prenons un compas, placons sa pointe en B et ouvrons le compas a une longueur de 2 cm
(pondération correspondant a B). Nous tracons un arc de cercle depuis A jusqu'a l'intersection de I'arc de
cercle précédent avec le segment AB. Nous notons ce point d'intersection G.

4. Pour construire le barycentre des points {(M,-3);(N,-2)} sachant que MN = 10 cm, nous utilisons toujours
la formule du barycentre :

G = (-3/(-3+(-2) x M + (-2/(-3+(-D) x N

Nous prenons un compas, placons sa pointe en N et ouvrons le compas a une longueur de 2 cm
(pondération correspondant a N). Nous tracons un arc de cercle depuis M jusqu'a l'intersection de I'arc de
cercle précédent avec le segment MN. Nous notons ce point d'intersection G.

Exercice 7 :
1. Décrire I'ensemble des points M du plan tels que 5MAE —I—GMB; —93

Con5|derons [ barycentre des pomts (A, 5) et (B, 6)

SMA—i—GMB = llMI—i—SIA—i—GIB = llMI—i—El = llMI
donc I'ensemble correspond au cercle de centre | et de rayon 2 .

2. Décrire I'ensemble des points M du plan tels que _5MAE —I—SMBE —19.

Considérons | barycentre des points (A,-5) et (B,8)

3 . F — — — = —2
—SMA+EMB=3MI-5ITA48IB=3MI+0=3MI.

donc I'ensemble correspond au cercle de centre | et de rayon 4 .

_|7arA-snaBl.

3. Décrire I'ensemble des points M du plan tels que SMﬁ—



Considérons | barycentre des points (A,5) et (B,-6) et ] barycentre des points (A,7) et (B;-6)

— — == -3 —»  —3 3 —3
SMA-o6MB=-MI{+5JAC6IB=—MI4+0=-MI

A ry ry e e — 2 2
Dememe: 7Afd 6MB=MJ+7JA—6JB=—MJI+0= MJ.
donc nous recherchons les points M tels que MI=M)J, I'ensemble est donc la médiatrice du segment [IJ] .

Exercice 8 :
Soit R un repere orthonormé du plan .

1. Effectuer la construction

2.0nnote 1 I'ensemble des points M du plan tels que |4MAE +5MBE — 4k .
— =2
AMA4+SMB=4(3—z)+5(-1-z)4 4 —vy)+5(2—v)
=(-9z+7;—9y+26).

a7 A+530B| = \/(—92+7)2+ (—9y+26)°
= V855

Déterminer I'équation de I'ensemble 'y .

L'équation de cet ensemble est donc :
752 2642 _ 4542
(w—g)*+Hy—9) =(z1)"
2. Montrer que c'est une médiatrice.
Exercice 9:

0. On place les points A(-2 ; 0), B(4 ; 0), C(2 ; 4) et D(0 ; 4) dans un repere orthonormé.

1. Pour montrer que ABCD est un trapeze isocele, il faut montrer que les c6tés paralleles sont de méme
longueur.

Le coté AB a pour longueur |4 - (-2)| = 6.
Le coté CD a pour longueur |2 - 0| = 2.

Donc les c6tés AB et CD ne sont pas de méme longueur. Ainsi, ABCD n'est pas un trapeze isocele.

2. Pour que O soit le barycentre de (A ; &) (B ;1) (C ;1) (ID; £), on doit avoir les conditions
Ssuivantes :

a+14+1+ 5 =0 (somme des coefficients égale & 0)
o-(—2)+4+2-2+ -0 =0 (somme des produits égale a 0)
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Cela donne le systeme d'équations suivant :

o+ L= -2

—200+84440=0

—2oe+12 =10

o =6

B =3

Donc & =6 et 5 = 8.

3.

a.0na AG = AD - (-1) = (0-(-2) - (-} = 1.

Donc G est le milieu de [AD], donc G a pour coordonnées (%1%} = (2,2) .

Pour que G soit le barycentre de (A ; a) (D ; b), on doit avoir les conditions suivantes :

a 4+ b = 0 (somme des coefficients égale a 0)
—2a 4+ 06 = 0 (somme des produits égale a 0)

Cela donne le systeme d'équations suivant :
a+b=0

2a=0

0

0

a
b

Donca=0etb=0.

b. Les coordonnées de | sont {%:%} = (2,2}.

Pour que G, O et | soient alignés, il faut que les vecteurs ﬁ et G{}; soient colinéaires.
Le vecteur ﬁ a pour composantes (2-2,2-2) = (0,0).
Le vecteur g3 a pour composantes (0—0,0-0) = (0,0).

Donc ﬁ et G{}; sont colinéaires et donc G, O et | sont alignés. O se trouve sur [GI].

4.
a. Pour trouver les points M tels que ||MB—|—MC|| — ||3MA—MD|| , on utilise la formule :

— — — — > > > >
Donc |MEB+MC| = ||3MA—MD| devient |AMB+MC —3MA + MD| = 0.

Calculons ces vecteurs :
—_— — —_— —
MB+MC = (4-0,0-4) = (4,-4)3MA = 3(-2-0,0-0) = (-6,0) MD = (0-0,4-0) = (0,4)

Donc I'équation devient ||(4,—4) — (—6,0) + (0,4)| = 0.



Simplifions cette équation :
[&-4) — (=60 + O8] = &+6, ~4-0,0+4)] = (10, =4, 9] = V10> + (42 + 42 = VIO F B F 6 = VI3

Donc I'ensemble E_1 des points M du plan tels que ||MB_|_MQ|| — ||3MA—MD|| est le cercle de
centre O et derayon 132 .

b. Pour montrer que O appartienta £'1 , il suffit de vérifier que ||MB—|—MC|| = ||3MA—MD|| est

bien satisfaite pour O.

Calculons :

—_— s —

MB+MC = {4—[],[]—4} = (4,—-‘-1}
—3

JMA = 3{—2—[],[]—[]} = {—E,D}
L

MD = {D—D,-&—D} = {D,-’-l}

Donc | ME4MC — 3MA + MD|| = ||(&,—4) — (—=6,0) + (0,4)]| = /102 + (—4)% 4 42 = VI32
Donc ||MB_|_MQ|| — ||3MA—MD|| est bien satisfaite pour O, donc O appartient a E_1.

5.
a. Pour trouver les points M tels que || IMALMBLMC-MD | =16 . on utilise la formule

suivante :

Donc || 3MA+MEB+MC—-MD |=16 devient || 3MA+ME+MC+MD ||=18.

Calculons ces vecteurs :
—
JMA = 3(—2—[],[]—[]} = {—G,D}
—
ME = (-‘-l—[],[]—[]} = (4,[])
—
MO = (2—[],4—[]} = (2,4}
—
MD = {D—D,-&—D} = {D,-’-l}

Donc I'équation devient || (-6,0) + (4,0) + (2,4) + (0,4) ||=16.

Simplifions cette équation :
| (—6+4+2+0,0404+44+4)||=16.
| 0,8)=16.

V02 + 82| =16.

8[| =16 .

Cette équation n'est pas vérifiée car 8 n'est pas égal a 16.
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Donc I'ensemble E_2 est I'ensemble vide car il n'y a pas de points M tels que

| 3MA+MB+MC-MD ||=16 -

b. Pour montrer que B et D appartiennent 8 &9 , il faut vérifier que la condition

|| 3Mﬁ+MB}-|-M{%*—Mﬁ || — 16 est satisfaite pour ces points.

Calculons :
—
JMA = 3(—2—[],[]—[]} = {—6,[]}
—
ME = {-’-l—D,D—D} = {4,0}
—
MO = {2—0,4—0} = (2,4}
—
MD = {D—D,-&—D} = {0,4]

Donc

| SMA+MBE+MC-MD |= | (-60) + @0 + (24 - 04 | = | (-6+4+2-0,04+0+4-4) | = | 0,0)|= 0.
Donc la condition est vérifiée pour B et D, donc B et D appartiennent a E_2.

Exercice 10:

Voici une figure correspondant a la description donnée :

Effectuer la figure...

Pour démontrer que EDL est un triangle rectangle isocele en E, il suffit de montrer que les longueurs des
cotés DE et DL sont égales, et que I'angle DEL est droit.

1. Montrons que DE = DL :
Par construction, on sait que 7 — DB -

Cela signifie que les vecteurs CL et DB ont la méme direction et la méme norme.

La direction de ces vecteurs est déterminée par les droites AC et BD qui sont perpendiculaires a la base AB
du triangle ABC.

Donc, CL et DB sont paralleles et ont la méme norme. Donc, les longueurs des cotés DE et DL sont égales.
2. Montrons que I'angle DEL est droit :

Puisque CL et DB sont paralléles, les droites CE et DA sont également paralléles (par la propriété de Thalés
dans le triangle ABC).

Donc, I'angle est égal a I'angle A, et I'angle est égal a I'angle 7 . Comme
C. ABD AD CED



DBA est un triangle isocele et rectangle en D et ACE est un triangle isocele et rectangle en E, on a :
ﬁ%‘b‘“ = ﬁ = 90 degrés et ﬁ = @ = 90 degrés.

Donc, l'angle est égal a la somme des angles = et , qui est égale a 90 degrés.
DE ECD BED

Dong, I'angle @ est droit.

Ainsi, on a prouvé que EDL est un triangle rectangle isocele en E.
Exercice 11 :

1.a. Pour trouver le point G qui est le barycentre du systeme de points pondérés
{(4;1); (B;—1); (C;1)}, on utilise la formule du barycentre :

1 1

1 —
G:{m)(}l—l—r x C)

SRR i |
_ 1 =1 1
G=({xA+7TxB+ixC)
G=A-B+C

Donc le point G a pour coordonnées G = (A, — B, 4+ C , Ay — By 4+ Cy) .
Il suffit de prendre les coordonnées de A, B et C pour trouver les coordonnées de G.

b. Pour trouver le point G' qui est le barycentre du systeme de points pondérés
{(4;1); (B;5); (C;—2)} , on utilise la formule du barycentre :

1 5 —32
([ X At < Bt 1 ©)

G =
G =(3xA+3xB+FExC)
G'=GxA443xB-3xC)

Donc le point G' a pour coordonnées
/ 1 5 1 1 5 1
G = (@x Ap+3x By —5-Crzx Ay +3X By—i-ﬁy).
Il suffit de prendre les coordonnées de A, B et C pour trouver les coordonnées de G'.

2.a. Le point ] est le milieu de [AB], donc les coordonnées de ] sont

A E,. 4 E
J:{ :'.'.'_'2_ T y‘g 1":].

Les vecteurs GG? et JG? s'expriment en fonction de ABE et ACE ;
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1 5 | 1 5 |
GG' =G -G =(3-A;+3 By —5-Cs—(Az - By +Cy),3-Ay+7 By —35-Cy— (Ay — By + Cy)

1 1 1 1 1 1
GG' = (3 (-Az+Bs)+35 Br—3-Crnjg (-Ay + By) +;-By -5 Cy)

5 1 1 |
GG = (5 (-A;+B;)-5-Cy5 (-Ay + By) —5-Cy)
—



