Corrigés des exercices de maths en L2

Arithmétique et Z/nZ

Corrigé de I'exercice 1 : Relations d'équivalence et classes

1. D'abord, g2 — g2 = () estdivisible par 5 : la relation est réflexive. Ensuite, si 5 | a? — b2,
alors b divise son opposé p2 _ 2 : elle est symétrique. Enfin, si 5 |a2 — b2 et 5|b% —c2,
alors & divise lasomme g2 — -2 : elle est transitive. Donc ‘R est une relation
d'équivalence.

2. On factorise : a2 — 2 = (@ — b)(a + b). Comme 5 est premier, le lemme d'Euclide donne :
5| (a—b){a+b) sietseulementsi 5|a —b ou 5|a + b . Autrement dit,
aRbe& a= +b(mod)5. Les classes se lisent alors sur les restes modulo 5, et la figure
de I'énoncé le confirme :

olaclassede 0 est 5F ;
o laclasse de 1 réunitles entierscongrusa 1 oua 4 modulo 5 ;

o la classe de 2 réunit les entiers congrusa 2 oua 3 modulo 5.

L'ensemble quotient E/’R a donc 3 éléments, qui correspondent aux trois valeurs 0, 1,
4 de g2 modulo 5.

3. Pour & :ona a | @ (mémepour g = 0,car 0 = 0 x 1) donc & estréflexive. De plus,
si a|b et b|c,alors a|c :elleesttransitive. Enrevanche, 1|2 mais 2[\nmid?]1 :elle
n'est pas symétrique. Pour J : elle est réflexive ( |r1 — r;;| = 0 ) et symétrique (

la —b] = |b —a|). Cependant, 0F 1et 17 2,alorsque |[0—2| = 2>1.Aucune des
deux n'est une relation d'équivalence : S n'est pas symétrique, | n'est pas
transitive.

4. Existence:soit - € R et y=x—| x| . Aors ye [0, et z—y=|z]|€Z.
Unicité : si 1y, y/ € [0,1] sont dans la méme classe, alors ¥ — y/ est un entier. Or

|y - y’| <1 ,donc ¥ = u'.Chaque classe contient exactement un réel de [D,l[ , la
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partie fractionnaire de ses éléments.

Corrigé de I'exercice 2 : Congruences et criteres de divisibilité

k .
1. Ecrivons IV = Z a, 10% . Comme 10 = 1({mod )9, la compatibilité avec les puissances
1 =0
donne 10% = 1.Parconséquent, IN = Z a, (mod )9 . Pour 123456789, la somme des
chiffresvaut 45 = 5 x 9 .Lerestede 1234567839 modulo 9 est (.

2. Deméme, 10 = —1(mod1l),donc 10t = {—1}"-:.Ainsi N = Z {—1}1: a, (mod11). En
partantdesunités: 9 -8+ 7 —-64+5—-44+3—-24+1=05.Lerestede 1234556789
modulo 11 est 5.

3. La somme des chiffres de 2026 vaut 10 ,donc 2026 = 10 = 1(mod )9 . Par suite,
20262026 — 12026 — 1. Le reste cherché est 1.

4. Ona Tx 11l = 77 et 77 % 13 = 1001. Ensuite, 1000 = 1001 —1,donc 1000 = —1
modulo 7, 11 et 13.0n en déduit:

123456 = 123 x 1000 + 456 = —123 + 456 = 333.

Or 333 = 7x 47 +4 et 333 =13 x 254+ 8 .Donc 123456 = 4 (mod )7 et
123456 = 8 (mod13).

Point de méthode : pour un critere de divisibilité par 7, on cherche une puissance de 10 congrue a
+ 1 modulo 7.

Corrigé de I'exercice 3 : Calculs dans Z/12Z7

1. D'aprés le cours, J estinversible si et seulementsi pgcd(k, 12) = 1. Les inversibles sont



donc 1,8 711 .Deplus, 52 =25 = 2x12+1, 72 =49 = 4x 1241 et
112 = 121 = 10 x 12 + 1 . Chaque inversible de E/IEE est son propre inverse.

2x6=12 3x4=12 8x3=24 9x4=236, 10x6 =60,

Ainsi 96 =34 =83 =94 = 106 = 0, cequirégleaussilecasde 4 etde & .Toutes
ces classes sont des diviseurs de zéro. La table ci-dessous le montre : les lignes des inversibles
(numéros en bleu) contiennent un seul 1 etaucun [ hors de la premiére colonne.

104 O | 10 | 8 6 4 2 0 10| 8 6 4 2

114 0 11 |10 | 9 8 7 6 > 4 3 2 1

produit 0 produit 1
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3. L'équation équivauta %4 — 7 .On multiplie par 3_1 — E: x = 35 = 11. Vérification :
5x 1143 =58 =4x12+10.L'unique solutionest  — i7.

4. Ona 12|4x —8 sietseulementsi 3|z —2.Les solutionsde Zr — 3 sont
2,5,8,11.Enrevanche, 4z modulo 12 ne prend que lesvaleurs 0, 4, 8. Autrement
dit, pgcd(4,12) = 4 nedivise pas 6.L'équation Z; — § n'a pas de solution.

5. Comme %2 _ 7, onobtient 7100 _ (§E)ED _ 1 -Deméme,
— _m1013 _ — - — —
52027 _ (§2)7 " x § = 5 -Donc 7100 _ jet 5207 _ 3.

Corrigé de I'exercice 4 : Opérations bien définies sur le
quotient

1. Onécrit ab —alt! = a(b — bf} + bf{a — a'). Les deux termes sont des multiples de 7.
Donc gh = a/b’ (mod In

2. Lesentiers 0 et 3 ontla méme classe modulo 3. Pourtant, 90 — 1 et
22 — 8 =9 (mod )3 . La formule donnerait donc deux valeurs différentes pour la méme classe
: elle ne définit pas une application sur 7 /37 .Enrevanche, 2 = —1(mod )3, donc
2% = (—1}33 (mod )3 . Cette valeur ne dépend que de la parité de . Ainsi 5T (3) ne
dépend que de  (2).

3. Bonne définition :si « = x/ (mod )6,alors 6|z —x/,donc 3|z — =/ . Notons f
I'application obtenue. Ensuite, f respecte les lois, car celles-ci se calculent sur les représentants :
I::L’: + y} = ;r;—|—y( ) — {ﬁ} + f{y} et de méme pour le produit. De plus, (1} =1.
Elle est surjective, car 0,1, 2 sont atteints. Enfin, f(Z) = O sietseulementsi 3|z .Le
noyau est {D, 3}.

4. Ona (3) _ — 3 (3), mais 0 (6) ?é 3 ®)  La formule dépend du représentant :
I'application n'est pas bien définie.

56 m|n et £ =x/(mod)n,alors m|n|xz — 2/ :lapplication est bien définie.
Réciproquement, supposons-la bien définie. Comme {j () ) (n) , on doit avoir
0 (rm) _ n (rm) , c'est-a-dire 'm | 1. . L'application est bien définie si et seulement si
m|n.



Point de méthode : pour tester la bonne définition, on compare les images de deux représentants d'une
méme classe, souvent () et 7.

Corrigé de I'exercice 5 : Inverse d'une classe par Bézout

1. Lenombre 17 est premier et ne divise pas 60, donc pgecd{17,60) = 1 et 77 est
inversible. Algorithme d'Euclide: 60 = 3x 17+ 9, 1T =1x9+8, 9 =1x8+1.0n
remonte ensuite :

1 =9-8=9—-(17-9)=2x9-17
260 -3 x17) =17 =2x60—-7x17.

Donc ﬁ_l _ % — E3. Vérification: 17 x b3 = 901 = 15 x 60 41 . L'inverse de 17
est E3.

2. On multipliepar 53 : = = 5 x 53 = 265 = 4 x 60 4 25 . Vérification :
17 x 25 = 425 = 7 x 60 + 5. Les solutions sont les = = 25 (mod60) .

3. Euclide: 101 = 4x234+9, 23 =2x9+4+5, 9=54+4, 5 =441.Enremontant

D—4=2x5—-9=2x23-5x9
2x23—-5(101 —4x23) =22x23 -5 x 101.

Ainsi ﬁ_l — p9,car 23 x 22 = 506 = 5 x 101 + 1. Par conséquent,
r = 2%9%x 7 = 154 = 53 . Vérification: 23 x 53 = 1219 = 12 x 101 4+ 7 . L'inverse
est 39 etlasolutionest r = 53 (mod101).

4. 0ona pgcd(21,60) = 355 1. Deplus, 21x 20 = 420 = 7 x 60,donc 3190 = 0. La

classe 7] n'est pas inversible : c'est un diviseur de zéro.
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Corrigé de I'exercice 6 : Equations linéaires modulo n

1. Condition nécessaire:si ax = b + kn ,alors 4 divise gxr — kn = b . Condition suffisante
;si d|b,écrivons @ = day, b =db, n =dng, avec pgcd(ay, ny) = 1. Alors
n|az —b équivautd ny|a; T —by. Comme &1 estinversible modulo "1, cela équivaut
A T = 1y (mod nl) ,ou Ty = al_l b1 . Enfin, les solutions modulo 7 sont
A R T e {d—l}ﬂl .Il'y a des solutions si et seulementsi d |5, etalors

exactement  solutions modulo ..

2. Ici d = pged(6,15) = 3, quidivise 9.Ondivisepar 3 : 2z = 3 (mod )5. Linverse de
2 modulo 5 est 3,donc r = 9 = 4 (mod )5 . Vérification: 6 x 4 = 24 = 15 4+ 9.
Les solutions modulo 15 sont 4, 9 et 14.

3. Cette fois, 3 nedivise pas 10 .L'équation &r = 10(mod15) n'a aucune solution.
4. Ona pgcd(14,35) = 7, quidivise 21.Ondivisepar 7 : 2z = 3 (mod )5, donc

£ = 4 (mod )5 . Vérification: 14 x 4 = 56 = 35 4 21. Les sept solutions modulo 35
sont 4,3 14 139 24 29 34,

Corrigé de I'exercice 7 : Z/nZ est un corps si et seulement si n

est premier

1. Si 7 n'est pas premier, on écrit . = 75 avec 1< 1,5 <n. Alors T ?é 0, 3 ?é 0, et
pourtant ¥ ¥ — 7 — (. L'anneau n'est pas intégre, donc ce n'est pas un corps, car un
corps est integre.

2. Soit & ?é 0 dans Z/pZ.Alors p[\nmid?]a et, P étantpremier, pgcdfa, ) = 1.Le
théoréme de Bézout donne au + pv = 1,donc 77 — ] . Toute classe non nulle est

inversible : Z/pZ est un corps.

3.0na z2-1= (r — i}{;r + i:l . Dans un corps, un produit nul a un facteur nul. Donc
rd =1 équivauta r —71 ou 5 — _1.

4, Pour p = 2, 1' =1 = —1(mod )2 .Supposons ensuite P impair. Dans le groupe IF? ,



I'égalité r — x—1 équivauta 52 — 1,donca =z = - 1.Les autres éléments se
regroupent en paires {,:1:, :]:‘_1} de produit 1 . Par conséquent, le produit de tous les éléments

de Fy vaut 1x (—1) = —1.Ainsi (p—1)! = —1(mod )p.
5. Le théoréme de Wilsonavec p = 11 donne 10! = —1 = 10 (mod11) . De plus,
10" =10x%x 9'et 10 = —1.Donc —9! = —1,so0it 9! = 1.0On peut vérifier :

9! — 362880 = 32989 x 11 +1.Donc 10! = 10 et 8! = 1(modll).

6. Soit 7 non premier, et T undiviseurde M avec 1< r <n.Comme 7 < n —1, r divise
(n—1)! . Supposons par I'absurde 7 | (n—1)! + 1. Alors r divise (n—1)'+1,donc r
divise la différence, qui vaut 1. C'est absurde. Par conséquent, (n—1}!# —1(mod )n :le
théoreme de Wilson caractérise les nombres premiers.

Corrigé de I'exercice 8 : Calculs d'indicatrice d'Euler

1. D'abord, 97 est premier, donc (97) = 96 . Ensuite, (210} = 210 — 2% = 512 . De plus,
100 = 22 x 52, d'ou (100) = 100 x % X % — 40 .Enfin, 360 = 23 x 32 x &, d'ou

©(360) = 360 x £ x £x £ = 96.Ontrouve 96, 512, 40 et 96.

2. Soit m > 3.Si M aunfacteur premier impair ¥, avec pk’ la plus grande puissance de I

divisant 71, alors (n) = @(pF) pln/pk) par multiplicativité. Or @ p*) = pF—1(p-1)
est pair. Sinon, 5, = 2k avec k > 2, et fp{n} — 92%k—1 est pair. Dans tous les cas,

p(n) est pair.
3. Soit 7 telque @(n) = 4, et p* une puissance exacte d'un premier P dans 7. Par
multiplicativité, p*—1(p—1) divise 4.Ainsi p —1|4,donc P € {2,3,5} . Deplus,
3k—1 et 5k—1 divisent 4,cequiimpose & < 1 pour 3 et 5.Pour 2, Zk_1|-’-l
impose & < 3 .0Onécritdonc 5 — 9% 305 avec a < 3 et b,c £ 1.Lesvaleursde
(2% sont 1,1,2,4 pour o = 0,1,2,3 ;deplus @(3) =2 et p(5) = 4.0n

examine les cas :
osi ¢ =1,ilfaut h =0 et (2%) =1,donc n € {510} ;
osi ¢ =0 et § =1,ilfaut @(Za}zﬁ,donc n =12 ;

osi b = ¢ = 0,ilfaut -:;J{Za}:f-l,donc n=2=8.
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Les entiers cherchéssont 5, &, 10 et 12.

Corrigé de I'exercice 9 : Somme des indicatrices des diviseurs

1. Les diviseursde 12 sont 1,2, 3,4,6,12, Leurs indicatrices valent 1,1,2,2, 2, 4 La somme
vaut 12.

2. Les diviseurs de p* sont les pj, 0 < 7 < k. Lasomme est télescopique :

k . k . 1
Zso(p“')=1+Z(p"?—pf—)=1+pk—l=pk-
=0 =

La formule est vraie pour n = pk.

3. Soit k€ Ag.Comme n/d divise k,onécrit & = (n/d) 7 avec 7 = kd/n € N.De
plus, 1 < k < n donne 1 < 7 < d.Ensuite,
pged(k, n) = pgcd(? j,? ) = Epgcd{j, d) . Cette quantité vaut n/d , donc
pgcd(7,d) = 1.Réciproquement,si 1 < 7 < d et pgcd(7,d) = 1,le méme calcul
montre que k& = jn/d appartientd Ag.Lesdeux applications & — kd/n et
7 — gn/d sont réciproques. C'est une bijection, et card Ag = ¢p(d) .

4. pourtout k € {l..., n}, pgcd(k,n) estundiviseurde n.lls'écritdonc n/d pourun
unique diviseur g . Ainsiles A4 forment une partition de {1,. - ﬂ} . En comptant les

éléments, no= Z card Ad. Donc Z f’ﬂ(d:' =",
d|n d|m

Corrigé de I'exercice 10 : Exponentiation rapide

1.0na 45 =324+84+4+41,s0it 45 = ':1[31101:'2 en base 2. Calculons les carrés
successifs modulo 23 :



31=3,32=9 34=81=12 3% =144 =6, 316 = 36 = 13, 332 = 160 = 8.

Ensuite, 345 — 332 v 38+ 34 v 3.0r 8x 6 = 48 = 2,puis 2x 12 = 24 = 1, puis
1% 3 = 3. Vérification par Fermat: 342 = jet 45 = 2x 2241 ,donc 345 = 3.
Ainsi 3% = 3 (mod23).

2. Comme 7 est premier, 36 = 1({mod )7.0r 100 =16 x 6+ 4, donc
3100 = 3% = 8] = 11x 7 +4.Deméme, 212 =1 (modl3) et
1000 = 83 x 12 +4 .Donc 21000 = 954 — 15 = 3 .0Ontrouve 3100 = 4 (od )7
et 21000 = 3(mod13).

3. Oncalcule modulo 100 : 72 — 49 et 7% — 9401 = 1.0r 2026 = 4 x 506 4+ 2. Donc
72026 — 72 _ 49 . Les deux derniers chiffres de 72026 sont 49.

4. Le nombre 19 est premier et ne divise pas 5, donc 518 = {.Comme 117 = 6x 18 4+ 9,
ona 5117 = 59.Ensuite, 52 = 25 =6, 5% =36 =17,
58 =172 =289 = 15x 19+ 4 = 4 .Enfin, 59 = 4x 5 = 20 = 1 .Donc
5117 = 1 (mod19).

Point de méthode : réduisez toujours I'exposant avant de lancer les carrés successifs, et réduisez
chaque produit intermédiaire.

Corrigé de I'exercice 11 : Petit théoreme de Fermat et
divisibilité

1. Ona 42 = 9% 3 x 7 .D'abord, Fermatdonne 7 = n (mod )7 . Ensuite, modulo 3,
n3 =mn,dnc 57 = n3x n3xn = n3 = n . Enfin,modulo 2, ni = n,donc
nt = n . Ainsi 2, 3 et 7T divisent 57 — 5 . Ces nombres sont deux a deux premiers

entre eux, donc leur produit divise aussi 57 — 5, . Pour tout 1., 42 | n’ —n.

2. Ona 2026 = 184 x 11 4+ 2, donc 20262026 = 92026 (;0d11) . Par Fermat, 210 = 1, et
2026 = 202 x 10 + 6 .Donc 922026 = 96 — 64 — 5x 11 + 9 .Leresteest 9.

3.0na 210 = 1024 = 3x 341 +1,donc 210 = 1(mod341) . Par conséquent,
9340 — (210)34 — 1.Pourtant, 341 = 11 x 31 n'est pas premier. La réciproque du petit
théoreme de Fermat est donc fausse : on dit que 341 est pseudo-premier en base 2.
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4. D'aprés la seconde forme du petit théoréme de Fermat, =¥ = x (mod )p pour tout entier z.
P =4 4b=aP4+b” Donc

Enl'appliquanta a 46,48 aeta b (a+b)
I:r:;—|—b:lp = o? + ¥ (mod )p .

Corrigé de I'exercice 12 : Théoreme d'Euler et derniers chiffres

1. Ona 1000 = 23 x 53, donc (1000) = 1000 x & x £ = 400. Comme
pgcd(3,1000) = 1, le théoréme d'Euler donne 3400 = 1 (mod 1000) . Or
2026 = 5 x 400 4 26, donc 32026 = 326  Ensuite, 310 — 59049 = 49 et

320 = 492 = 2401 = 401 - Enfin, 36 = 729, d'ou
326 = 401 x 729 = 292329 = 399 . Les trois derniers chiffres de 32026 sont 329.

2.0na @(10) = 4 et 7% = 2401 = 1 (mod10) . Il suffit donc de connaitre 77 modulo 4.
or 7= —1(mod)4,donc 77 = _1 = 3.Ecrivons 77 = 4g 4 3. Alors
27T _ (?4)5’{ x 73 = 343 = 3 (mod10) - Le chiffre des unités est 3.

3. Soit @ premieravec 10 .D'une part, @ estimpair, donc g2 = 1(mod )4 et
220 = 1 (mod )4 . D'autre part, @ est premier avec 25 et ®(25) = 20, donc
220 = 1 (mod25).Comme 4 et 25 sont premiers entre eux, le théoréme chinois donne

220 = 1(mod100) . L'exposant 20 = ppcmip{4), (25)) suffit, alors que
@(100) = @@)p(25) = 40 est un multiple strict.

Corrigé de I'exercice 13 : Systeme de congruences a modules

premiers entre eux

1. Les modules 3,5, 7 sont deux a deux premiers entre eux et N = 105 . On construit trois
entiers €11 €91 €3, chacun congrua 1 modulo un module et a O modulo les deux autres :

o 35=2(mod)3 et 2x2=4=1,dou &g =35x2=70;

o 21 = 1(mod )5, dou €5 = 21 ;



o 15 = 1(mod )7, dou €3 =15,

Ensuite, Ty = 2xT04+3x214+2x15 =233 = 23 (mod 1[]5) . Vérification :

23 =Tx342=4xh4+3 =3x%7T-+2.Les solutions sont les
x = 23 (mod105) .

2. Les congruences modulo 3 et 7T disentque 3 et T divisent x — 2.Comme ils sont
premiers entre eux, 21|z —2 .Onécritdonc = = 2 + 21k .Ensuite, £ = 3 (mod )5
donne 21k = 1,soit k = 1(mod )5 .Onretrouve x = 23 4 1057.

3. Les solutions sont 23 + 1054 : 23, 128, 233, 338, etc. Le groupe compte 233
personnes.

Corrigé de I'exercice 14 : Systeme de congruences a modules
non premiers entre eux

1. Condition nécessaire:si = = a +mu = & + nv ,alors g —b = nv — mu estdivisible
par ¢ . Condition suffisante : supposons b — @ = d+ . Par Bézout, il existe ;¥ avec
mu +nv = d .Posons & = a + mut .Alors = = a(mod )m . De plus,
r —b = mut—dt = (mu —d)t = —nvt,donc £ = b(mod )n.Le systéme est
résoluble si et seulementsi g = b (mod )d .

2. Si T et ! sontsolutions, ¥ et 7 divisent x — x/.Donc leur ppcm # divise 1 — xf.

Réciproquement, x -+ k# est encore solution. Les solutions forment une unique classe
modulo ppcmim, n) .

3.Ici d =6 et 5 =11(mod )& : le systétme est résoluble. On pose = = 5 + 12k . Alors
12k = 6 (mod18),soit 2k = 1({mod )3 ,soit k& = 2(mod )3 .Avec k = 2,
r = 29. Vérification: 29 = 2 x 124+ 5 = 18 4+ 11. Les solutions sont les
z = 29(mod36) .

4. Ici d = pged(6,4) = 2 ,et 1 7% 2 (mod )2 . Concrétement, la premiére équation impose
I impair, la seconde I pair. Le systeme n'a pas de solution.
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Corrigé de I'exercice 15 : Isomorphisme chinois dans Z/15Z

1. Lesentiers 3 et 5 sont premiers entre eux et 15 = 3 x 5. Le théoréme chinois affirme
exactement que 1 est un isomorphisme d'anneaux.

2. Oncherche T avec r = 2(mod )3 et £ = 4 (mod )5 . Les candidats modulo 15 sont
4,914 Seul 14 = 4 x 3 + 2 convient. L'antécédent est 14 .

3. Un couple est inversible si et seulement si ses deux composantes le sont. D'ou
@(15) = @(3) ¢(5) = 2x 4 = 8.Les inversibles de Z/157 sont
1,2,3,78,11,13 1.

4. Via 1, I'équation devient 2 — 1 dans F3 et 32 — 1 dans [Fg. Ces deux corps donnent
chacun 41, soit quatre couples. Ensuite, on remonte :

o (LD = let (-1,-1) — 14,

o (,-1): £ =1(mod)3, = = 4(mod)5,donc = = 4 ;

o (-1,1) : = =2(mod)3, £ =1(mod)5,donc £ = 11.

Vérification: 42 = 16 = 15 4+ 1 et 112 = 121 = 8 x 15 4 1. Iy a quatre solutions :
L @, ﬁ, 14 . Dans un corps, un polyndme de degré 2 a au plus deux racines. Ici, ce n'est pas
contradictoire, car £ /15Z n'est pas intégre.

5. Dansuncorps, 12 = 1 équivauta ulu —1) = 0,soit u € {0,1}. Les quatre couples
donnent: (0,0) — 0, (1,1) = 1, (1,0) = 10 et (0,1) — 6. Vérification :
62 =36 = 2x 15+ 6 et 102 = 100 = 6 x 15 + 10. Les solutions de 2 — r sont

0,1, 6,10 . La grille ci-dessous place chaque classe selon ses deux restes et fait apparaitre ces
solutions.



reste modulo 3
|—l

10 1 7 13 4
0 1 0 6 12 3 9
0 1 2 3 4
reste modulo 5
x:=1 X% =x les deux

Corrigé de l'exercice 16 : Carrés dans F 11

1. Comme I:—,:[‘,‘:lg — x2 il suffit de calculer les carrésde 0 a 5 :
0,1,4,9,16 = 5,25 = 3 Lescarrésde [11 sont 0,1, 3,4, 5 9, dont5 non nuls,

11-1

conformément a la formule 5 = 5 . La figure ci-dessous montre les deux fleches arrivant sur

chaque carré non nul.
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A 4

@ O
© O

® carrédans A3 (O non carré

2. Ici pT_l — L. D'une part, 35 — 943 = 99 % 11 -+ 1, donc 35 — 1: 3 estuncarré, eten

effet 52 — 3 .D'autre part, 99 — 32 = 2% 11 -+ 10 , donc 9% — _1.Le critére d'Euler

annonce que 3 est un carré et que 2 n'en est pas un, ce que confirme la liste.

3.0na 42 — 1§ = & et 74 — 49 — 4% 11 -+ 5. Dans un corps, I'équation a au plus deux
racines. Les solutionsde 2 — 5 sont 4 et 7.

4, Comme 2 estinversible, on écrit 4(;1;~3-|-g;—|-.:} = {2x+1}2—{1—4¢}.Pour c = -1,
A=14+4=5=42.Donc 2r+1=+4.0r 9—1 — g,car 12 = 1. Ainsi
r=3x6=18=7o0u £ = —-5x6 = —30= 3. Vérification: 49 4+ 7 —1 = k&



et 943 —-1=11.Lessolutionsde x2 4+ xr—1=0sont 3 et 7.Pour ¢ =1,
A = —3 = 8, quin'est pas un carré d'aprés la liste. L'équation 12 + 1 +1 =0 n'apas
de solution dans [q7.

Corrigé de I'exercice 17 : Critere d'Euler et produit de non-

carrés

1. L'application s: 1 —s 2 estun morphisme du groupe commutatif [Ffé dans lui-méme. Son
image (' est donc un sous-groupe. Son noyau est {:1: | T = 1} = {1, —1} , qui a deux
éléments car P est impair. Chaque élémentde (' a donc exactement deux antécédents. Par

n—1

conséquent, -;rd & = -

2. Soit b — apT_l.ParFermat, p2 — 1,donc b = +1.Si g = x2,alors

o -1 .. . -1
b — £P—1 — 1. Ainsiles Pl lémentsde € sont racines de XPT _1-Orce

2
A —1 . .
polynéme a au plus pT racines dans le corps [ p . Ses racines sont donc exactement les

éléments de (' .Un carré vérifie 1 — ] et un non-carré vérifie [ = —1.

p—1
x@) =a 2 €{1,-1}
des carrés, x(ab) = (—1){-1) =1.Si @ estuncarréet b non, x(ab) = —1.Le
produit de deux non-carrés est un carré ; le produit d'un carré par un non-carré n'en est

3. Notons . Clairement, x{ab) = x(a)x(b).Si a et b nesontpas

pas un.

4. Ici pT—l
33 =927 =3xT74+6=—let 63= {—1)3 = —1 :ni 3 ni 6 nesontdes carrés.
Enfin, 3% 6 — 18 = 4 — 924, quiestuncarré, alorsque 2 x 3 = 6 n'en est pas un. Dans
[~,seul 2 estun carréparmi 2, 3,0, et larégle de la question 3 est vérifiée.

— 3.Dabord, 93 — 8 = 1 : 2 estuncarré, eneffet 32 — g = 9. Ensuite,

Corrigé de I'exercice 18 : —1 est-il un carré modulo p ?
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. L . . p—1
1. D'apres le critere d'Euler, —1 est un carré si et seulement si {_1}7 -1 dans [ p .Comme

1% —1 pour P impair, cela équivaut a p% pair. Donc —1 est un carré modulo P siet

seulementsi p = 1(mod )4.

2. On regroupe les facteurs de {p—l}! par paires k et p — Kk, pour 1 < k< PT_I Or

k(p—k) = —k? (mod Jp . Par conséquent,
—1

(p—1)! = ]] *(p—F)
k=1

p—1
(=1) 2 A?(mod)p.

-1 -1
Le théoreme de Wilson donne alors  _; — {_l}pT 42 - On multiplie par (_1)197 .On

. p+l
obtient Al = {_1) 2 (mod :lj._iﬂ'

3.Si p = 1(mod )4, alors pT-I-l est impair, donc A2 = —].Pour p = 13,
A =6' =720 = 55 x 13 + 5. Vérification: 52 — 25 — 2 % 13 — | . Une racine
carréede —]1 modulo I est (pT_l)l ;jpour p =13, cest 5.
4. Supposons par l'absurde que F1s- - - P soient tous les premiers congrusa 1 modulo 4 (ily
en a, par exemple 5).Posons N = {Epl e prjg + 1> 1, etsoit 9 unfacteur premier de
IV .Dabord, IV estimpair, donc g aussi. Ensuite, (2p, .. .pr}g = —1({meod )g, donc
—1 estun carré modulo ¢ . D'aprés la question1, g = 1(mod )4.Ainsi & = P; pourun
certain 7 .Maisalors ¢ divise IV et (2p... pr}g ,donc g |1.Clestabsurde. Il existe
donc une infinité de nombres premiers congrusa 1 modulo 4.

Corrigé de I'exercice 19 : Un chiffrement RSA a la main

1.Ona n=>5x11l =55¢et pn) =4x10=40.Comme 3[\nmid?7]40 et 3 est
premier, pgcd(3,40) = 1.Donc n = 55, ¢(n) = 40, et e = 3 convient.

2.0na 40 = 13x 3 +1,donc 1 =40—-13x 3.Ansi 3—1 = —13 = 27 (mod 40) .
Vérification: 3 x 27 = 81 = 2 x 40 + 1. Laclé privéeest 4 = 27.

3. Oncalcule 93 — g et 73 — 343 — § x 55 + 13 . Les messages 2 et 7 sont chiffrés



en & et 13.Lafigure ci-dessous montre le chiffrement de tous les messages : la répartition

parait désordonnée, mais chaque valeur est atteinte une seule fois.

-
. iffré c = m?3
50 - ° . . ° chiffré ¢c=m~ mod 55
e L]
[
[ ] ..
[ ]
40 - . ® e
0 . . ¢
\E m=2~c=8 . )
& ¢ .
< 30 - ¢ ® °
o °
) ® ®
()] [ ]
© [ ]
o 20 . o
£ ° i
° m=7»c=13 .
&
[ ]
[ ]
10 - . °
[ ]
[ ] ® ®
[ ]
[ ]
0-?. T T 1 T T
0 10 20 30 40 50
message clair m
4, Modulo 5 : 13 =3 ,et 394 =1 parFermat.Or 27 = 6 x 4 4+ 3, donc

1327 = 33 — 97 = 9.Modulo 11 :

13=2,et 90 =7.0r 27T =2x 1047,

donc 1327 =27 =128 = 11x 11+ 7 = 7.llreste arésoudre £ = 2 (mod )5,
£ = 7 (mod1l1). Le nombre 7 convient, et la solution est unique modulo 55 par le théoréme

chinois. Le message déchiffré est i = 7, comme attendu.

5. Connaissant P et ¢, oncalcule @{n) = {p—1){(g—1) . Ensuite, I'algorithme d'Euclide étendu
donne d = e—! mod ga{n} , exactement comme a la question 2. La sécurité repose donc sur

la difficulté de factoriser 7.
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Corrigé de I'exercice 20 : Correction du RSA et factorisation

1. Ecrivons ed = 1+ k(p—1){(g—1) avec k € N .Travaillons d'abord modulo ?.Si p|m,
alors sed = () = s . Sinon, Fermat donne miﬂ—l = 1, donc
med — m (mp—l)k':g_lj — - Le méme raisonnement vaut modulo ¢ . Ainsi P et ¢

divisent spned — . Comme ils sont premiers entre eux, P divise sed — 471 . Donc
med = m (mod Jn pour tout entier m .

2. Posons  fl{z) = z° et g(z) = zd sur Z/nZ .D'aprés la question 1,
g(f(z) = z¢d = z et f(g(z)) = zd¢ = . Ainsi [ est bijective, de réciproque
r — xd.

3.0na (n) = (p-L){g-1)=n—(p+g)+1.0onc p+g=391-352+1=40et
pg = 391 . Lesnombres P et ¢ sontlesracinesde X2 — 40X -+ 391. Le discriminant
vaut 1600 — 1564 = 36, donc les racines sont *2E€  on trouve p=17 et g=23

F
;eneffet 17 x 23 = 391 et 16 x 22 = 352.

4, Ona 1352 — 95 w 11, qui n'est pas divisible par 3.Donc e = 3 convient. Ensuite,
352 = 117 x 3 +1,donc 3 x (—117) = 1(mod352) . Ainsi d = 352 —117 = 235.
Vérification: 3 x 235 = 705 = 2 x 352 + 1. Laclé privéeest 4 = 235.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : ordre multiplicatif et

nombres de Carmichael

1. Comme pgcd(s, n) = 1, le théoréme d'Euler donne (™) = 1 (mod Jn »avec @(n) > 1
. L'ensemble contient (n), il est donc non vide, et w(z) existe.

2. Soit k > 0. Ladivision euclidienne donne k& = g w(a) + r avec 0 < r < w(a). Ensuite,
ak — (aw(a))q af = gr-Si r = 0,onobtient gk =1.Si = = 1,alors r:zf""%_l par
minimalité de  w(@) . Donc gk = 1 sietseulementsi r = 0.Ainsi ak =1 & wa) |k ;
avec & = p(n), on obtient w(a)|p(n).

3. Ici (1) = 10,donc w(2) € {1,2,5,10} .0r 91l — 9, 92 — 4 et 95 = 32 = 10.
Aucune de ces valeurs nevaut 1 .Donc l'ordrede 2 modulo 11 est 10.Surlafigure de



'énoncé, en partantde 1,onparcourt 1,2 4 8 5 10,9, 7 3,6 avantderevenira 1.
Autrement dit, les puissances de 2 décrivent tout (z/11z)>< : 2 engendre ce groupe.

4. Deméme, w(3) € {1,2,5/10}. 0na 3% 1, 32 = 9%1 et
3° = 243 = 29 x 11 4+ 1.L'ordre de 3 modulo 11 est 5.

5. Posons = = 1/p.Comme p[\nmid?]10, le développement décimal de = est illimité. La
suite des chiffres est invariante par décalage de k rangs si et seulementsi 10% x et T ontla
méme partie fractionnaire. Cela équivauta 105k ¢ — ¢ € 7 , C'est-a-dire p| 105 — 1. La plus
petite période est donc le plus petit & = 1 telque 10% = 1 (mod Jp .Pour p=7:

0=3, 32 =9, 33 =¢,et 36 = 1, doncl'ordre vaut & .On a bien

1/7 = 0,142857 142857, .. Pour p =13 : 102 =9, 103 =90 = —1.

10% = —10 = 3.et 108 = 1.L'ordredivise 12 etvaut 6.0On a bien

1/13 = 0,076923 076923. . . Dans les deux cas, la période est 6, égale a I'ordre de
10 .

6. Soit @ premieravec 581.Alors @ estpremieravec 3, 11 et 17 .ParFermat,
a4 = 1(mod )3, al® = 1 (mod1l) et al® = 1(mod17).0Or
E60 = 2% 280 = 10 x b6 = 16 x 35.Donc 560 = 1 modulo 3, 11 et 17.Ces
modules sont deux & deux premiers entre eux. Par le théoréme chinois, 200 = 1 (mod561)

7. Le nombre 51 est composé, mais il passe le test de Fermat pour toute base premiere avec lui. Un
tel entier s'appelle un nombre de Carmichael. Le test « gn—1 = 1 » permet de prouver qu'un
nombre est composé quand il échoue, mais son succés ne prouve jamais la primalité.

Point de méthode : I'ordre divise (), donc on ne teste que les diviseurs de ¢{n) . Pour prouver
que l'ordre vaut  (n) , il suffit de vérifier g%/ = 1 pour chaque premier ¢ divisant ¢(n} .

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2

e Le cours : arithmétique et Z/nZ, cours de maths en L2
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Les énoncés : exercices de maths en L2 sur arithmétique et Z/nZ

Chapitre précédent : Polyndmes d'endomorphismes et trigonalisation

Chapitre suivant : Groupes, sous-groupes et morphismes

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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