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Exercices de maths sup

Arithmétique dans Z

Exercice 1 : Division euclidienne et carrés modulo 8

Cet exercice revient aux définitions. Il prépare aussi les raisonnements par disjonction des restes.

Effectuez la division euclidienne de  par , puis celle de  par .1.

Soit . Déterminez les restes possibles de  dans la division euclidienne par . En2.
particulier, montrez que le carré d'un entier impair a pour reste .

Déduisez-en qu'aucun entier de reste  dans la division par  n'est somme de trois carrés3.
d'entiers.

Exercice 2 : Divisibilité par récurrence

Montrez que, pour tout , l'entier  est divisible par .1.

Montrez que, pour tout , l'entier  est divisible par .2.

Exercice 3 : PGCD par l'algorithme d'Euclide

On considère un rectangle de côtés  et . On le découpe en carrés : d'abord le plus grand
carré possible, puis on recommence dans le rectangle restant, comme le suggère la figure ci-dessous.
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Soient  tels que . Montrez que .1.

Calculez  par l'algorithme d'Euclide. Quel est le côté du dernier carré du découpage2.
?

Déduisez-en .3.

Exercice 4 : Algorithme d'Euclide étendu

À l'aide de l'algorithme d'Euclide étendu, déterminez un couple  tel que1.
.

Déduisez-en un inverse de  modulo , compris entre  et .2.

Résolvez la congruence .3.
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Exercice 5 : Existence de solutions de ax + by = c

On étudie l'équation , d'inconnue , où .

Montrez que l'équation admet une solution si et seulement si  divise .1.

Résolvez .2.

L'équation  a-t-elle des solutions ?3.

Exercice 6 : Équation diophantienne 17x + 23y = c

Justifiez que , puis trouvez un couple  tel que .1.

Résolvez dans  l'équation . Existe-t-il une solution avec  et2.
 ?

Déterminez tous les couples d'entiers naturels  tels que .3.

Interprétation : un distributeur rend des pièces de  et de  unités. De combien de façons4.
peut-il rendre exactement  unités ?

Exercice 7 : PGCD d'expressions polynomiales en n

Dans tout l'exercice,  désigne un entier naturel.

Montrez que  et  sont premiers entre eux.1.

Calculez  selon la parité de .2.
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Montrez que , puis que .3.

Montrez que  divise . Déterminez les  pour lesquels4.
.

Exercice 8 : Couples d'entiers de PGCD et PPCM donnés

Soient , ,  et . Montrez que ,1.
en utilisant le lemme de Gauss. Déduisez-en que .

Déterminez tous les couples  d'entiers naturels, avec , tels que  et2.
.

Déterminez tous les couples  d'entiers naturels, avec , tels que  et3.
.

Exercice 9 : Racines rationnelles et lemme de Gauss

Soit  un polynôme à coefficients entiers, avec  et
.

Soit  une racine rationnelle de , écrite sous forme irréductible avec . Montrez que1.
 divise  et que  divise .

Déterminez les racines rationnelles de , puis factorisez ce polynôme.2.

Montrez que  est irrationnel.3.

Exercice 10 : PGCD de trois entiers
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Calculez , puis trouvez des entiers  tels que1.
.

Montrez que  sont premiers entre eux dans leur ensemble, mais pas deux à deux.2.
Trouvez  tels que .

Soient  des entiers premiers entre eux deux à deux, qui divisent tous un entier .3.
Montrez par récurrence que  divise .

Déterminez le plus petit entier naturel non nul divisible par ,  et . Le résultat reste-t-il4.
vrai avec ,  et  ?

Exercice 11 : Crible d'Ératosthène jusqu'à 120

La grille ci-dessous contient les entiers de  à .
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Soit  un entier non premier. Montrez que  admet un diviseur premier  tel que1.
.

Appliquez le crible d'Ératosthène à la grille. Quels nombres premiers suffit-il d'utiliser ? Combien de2.
nombres premiers inférieurs ou égaux à  obtenez-vous ?

Sans le crible, montrez que  est premier et que  ne l'est pas.3.
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Soit . Montrez que les  entiers consécutifs  sont4.
tous composés. Qu'en déduisez-vous sur les écarts entre nombres premiers ?

Exercice 12 : Infinité des premiers de la forme 6k + 5

Montrez qu'un nombre premier  a pour reste  ou  dans la division par .1.

Montrez qu'un produit d'entiers de reste  modulo  a encore pour reste  modulo .2.

Soit  un entier de reste  modulo . Montrez que  possède un diviseur premier3.
de reste  modulo .

On suppose qu'il n'existe qu'un nombre fini de nombres premiers de reste  modulo , notés4.
. En considérant , aboutissez à une contradiction.

Exercice 13 : Nombres de Fermat

Pour , on pose . Ainsi , ,  et .

Montrez que, pour tout , .1.

Déduisez-en que les nombres de Fermat sont premiers entre eux deux à deux.2.

En associant à chaque  l'un de ses diviseurs premiers, donnez une nouvelle preuve de l'infinité3.
des nombres premiers.

On pose . Vérifiez que . Déduisez-en, par des4.
congruences modulo , que  divise . Les nombres de Fermat sont-ils tous premiers ?

Exercice 14 : Décomposition de 4200 et 1764
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Décomposez  et  en produits de facteurs premiers.1.

Déduisez-en  et , puis vérifiez la relation entre leur produit et2.
.

Combien  possède-t-il de diviseurs positifs ?3.

Déterminez le plus petit entier  tel que  soit un carré parfait, puis le plus petit tel4.
que  soit un cube parfait.

Exercice 15 : Formule de Legendre et zéros de 1000!

Pour  réel,  désigne la partie entière de .

Soient  premier et . Montrez que le nombre de multiples de  compris entre  et1.
 vaut . Déduisez-en la formule de Legendre :

Calculez  et . Par combien de zéros l'écriture décimale de  se2.
termine-t-elle ?

Calculez .3.

Déterminez les entiers  tels que  se termine par exactement six zéros. Existe-t-il un entier4.
 tel que  se termine par exactement cinq zéros ?

Exercice 16 : Nombre et somme des diviseurs

Soit  la décomposition en facteurs premiers d'un entier . On note  le
nombre de diviseurs positifs de  et  leur somme.
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Montrez que les diviseurs positifs de  sont les entiers  avec .1.

Déduisez-en .

Montrez que . Calculez  et .2.

Montrez que  est impair si et seulement si  est un carré parfait.3.

Déterminez le plus petit entier naturel possédant exactement  diviseurs positifs.4.

Exercice 17 : Critères de divisibilité et derniers chiffres

Soit  l'écriture décimale de . Montrez que1.

 et que .

L'entier  est-il divisible par  ? Par  ? Donnez son reste modulo .2.

Montrez que . Déduisez-en les deux derniers chiffres de .3.

Déterminez le reste de  dans la division par .4.

Exercice 18 : Inverse modulo n et congruences linéaires

Soit . Montrez que  est inversible modulo  si et seulement si . Listez1.

les entiers de  inversibles modulo  et donnez leurs inverses.

Déterminez un inverse de  modulo , puis résolvez .2.

Résolvez .3.
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Montrez que  n'a aucune solution.4.

Exercice 19 : Congruences simultanées

Déterminez les entiers  tels que  et .1.

Déterminez les entiers  vérifiant de plus .2.

Une coopérative range ses œufs par boîtes de , de  ou de . Il reste alors respectivement3.
,  et  œufs. Sachant qu'elle possède entre  et  œufs, combien en a-t-elle ?

Montrez que le système  et  n'a aucune solution. Quelle hypothèse manque par4.

rapport aux questions précédentes ?

Exercice 20 : Petit théorème de Fermat et calculs de restes

Déterminez le reste de  dans la division par .1.

Déterminez le reste de  dans la division par .2.

À l'aide du petit théorème de Fermat, calculez un inverse de  modulo , puis résolvez3.

.

Montrez que  divise .4.

Exercice 21 : Fermat et divisibilité par 2730

Soit  un nombre premier tel que  divise . Montrez que  pour tout1.
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.

Déduisez-en que  divise  pour tout entier .2.

Montrez que  divise  pour tout entier .3.

Soit  un nombre premier. Montrez que .4.

Exercice 22 : Nombres de Mersenne et leurs diviseurs

Soient  et . Montrez que si  est premier, alors  et  est1.
premier.

Soient . En écrivant , montrez que2.
. Déduisez-en

.

Vérifiez que . La réciproque de la question 1 est-elle vraie ?3.

Soient  un nombre premier impair et  un diviseur premier de . Montrez que4.

.

Déduisez-en que  est premier en testant au plus deux divisions.5.

Exercice 23 : Problème : principe du chiffrement RSA

Le chiffrement RSA utilise deux nombres premiers distincts  et , et . On choisit 

premier avec , et  tel que . Le schéma ci-dessous résume le

principe.
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On prend ,  et . Calculez  et , vérifiez que 1.
convient et déterminez le plus petit  possible.

Revenons au cas général. Justifiez qu'il existe  tel que .2.

Montrez alors que  pour tout , en distinguant deux cas.

Déduisez-en que  pour tout .3.

Avec les valeurs de la question 1, chiffrez le message , c'est-à-dire calculez le reste 4.
de  modulo .

Déchiffrez  : calculez les restes de  modulo  et modulo , puis retrouvez .5.

Expliquez pourquoi la connaissance de  et  permet de retrouver  à partir de .6.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

https://mathovore.fr/arithmetique-entiers-corrige-exercices-maths-sup
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Pour aller plus loin en maths sup

Le cours : arithmétique dans Z, cours de maths sup

À maîtriser avant : Logique, ensembles, applications et relations

Chapitre précédent : Dérivabilité et convexité

Chapitre suivant : Structures algébriques usuelles : groupes, anneaux, corps

Le même thème en L1 : arithmétique dans Z, exercices de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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