Cours de maths en L1

Arithmétique dans Z

l. Divisibilité dans I'anneau des entiers

Ce chapitre construit I'arithmétique des entiers relatifs a partir d'un seul outil : la division euclidienne. Tous
les résultats seront donc démontrés. On note & I'ensemble des entiers relatifs et [+ celui des entiers
naturels. On admet que toute partie non vide de [N possede un plus petit élément. Cette propriété
fondamentale de [N sert dans presque toutes les preuves.

Soient @ et b deux entiers relatifs. On dit que & divise @, etonnote |a , s'il existe
ke & telque g = kb.Onditaussique & estun multiplede §5,ouque § estun
diviseur de @ . L'ensemble des multiples de & se note hHF .

Ainsi, 0 est multiple de tout entier, tandis que ([ ne divise que lui-méme. De plus, 1 et —1 divisent
tous les entiers. Enfin, & et —} ont exactement les mémes multiples et les mémes diviseurs.

Soient a, b, ¢ des entiers relatifs.

o Réflexivité : a|a . Transitivité :si a|b et b|c, alors a]c.

eSi a|bet b|a, alors |a| = [b].
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eSi d|a et d|b, alors d|au + bv pourtous u,v € £.

«Si bla et a0,alors [B < af.

Démonstration :

Montrons d'abord la combinaison linéaire. Si a = kd et & = £d , alors

au +bv = (ku + £v)d , donc d divise awu -+ buv .Ensuite,si g = kb avec a ?é 0,
alors k3 0,donc |k| > 1et |a| = [k|[6] = |b|. Enfin,si a|b et b|a, deuxcasse
présentent. Si @ = 0 ,alors { est multiplede 0,donc & = (. Sinon b% 0 aussi, et
'inégalité précédente donne |a| < [b] < |a] . La transitivité se prouve de la méme fagon.

Cherchons les entiers 7 tels que 7 + 2 divise 3n +11.Comme = + 2 divise 3{(n+2) , il
divise la différence 3n + 11 —3(n 4+ 2) = 5. Par conséquent 7 + 2 € {—5, —1,1, 5},
autrement dit 7 € {—7, —3, —1, 3} . Réciproquement, chacune de ces valeurs convient.

Il. La division euclidienne dans Z

La division euclidienne est le théoreme de départ de toute I'arithmétique. En effet, elle permet de
comparer un entier quelconque aux multiples d'un entier fixé.

Théoreme :

Soient a € Z et p ¢ N¥. Il existe un unique couple (g, r) € 72 tel que

a=bg+ret0<r<b



I L'entier 4 estle quotientet 7 le reste de la division euclidienne de @ par 5. ‘

Démonstration :

Existence. Considérons I'ensemble B = {a bk |k € bZ} NN . Il est non vide : pour

k = —|al,ona @ +bla|] > a + |a] = 0.1 posséde donc un plus petit élément r = a — bg
. Par construction r > 0 .Deplus, r —b = a — b(g+1) est strictement plus petit que T,
donc il n'appartientpasa F .Ainsi r —b < 0, c'est-a-dire r < b.

Unicité. Supposons @& = bg +r = bg/ +r/ avec 0 < ryr/ <b . Alors
blg —g’) = v/ —r,et |r/ —r|<b.Donc b divise un entier de valeur absolue strictement
inférieure a . D'apres la propriété précédente, cet entier est nul. Par conséquent + —= 5/, puis
-
g=4a.

Concrétement, bg est le plus grand multiple de & inférieur ou égal @ @ . Comme le montre la figure
ci-dessous, I'entier a = 23 se situe entre les multiples consécutifs 18 et 24 de f = 6 :lereste
r = 5 mesure I'écartentre @ et bg.

r=>5
multiples de b=6 D
a=23
I I ; I I —el I
-12 -6 0 6 12 18 24 30
bg=18 b(g+1)=24
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Pour ¢ = —23 et b = 6 ,onécrit —23 = 6 X (—4) + 1. Le quotient vaut donc —4 et le
reste 1 .Attention, I'écriture —23 = 6 x (—3) — 5 ne convient pas, car le reste doit étre positif.

Corollaire :

Pour b > 1, l'entier § divise @ sietseulement sile reste de la division euclidienne de @ par
b est nul. De plus, tout entier s'écrit d'une unique facon bg + r avec r € {D, i, b— 1} .

Ce corollaire justifie les raisonnements « par disjonction des restes ». Par exemple, tout entier est de la
forme 9k ou 2k-+1.De méme, tout entier est de la forme 3k, 3k+1 ou 3k+2.

l1l. PGCD et algorithme d'Euclide

1. Définition du PGCD

Soient @ et { deux entiers non tous deux nuls. Leurs diviseurs communs sont en nombre fini, car ils
sont majorés en valeur absolue par max(|al, [b]). De plus, 1 en fait partie. Il existe donc un plus
grand diviseur commun.

Définition :

Le PGCD de deux entiers @ et { non tous deux nuls est le plus grand entier naturel qui divise a la
fois @ et h.Onlenote g A b ou pgcd(a,b).Parconvention, 0 A0 = 0.0Onditque a
et & sont premiers entre eux lorsque g A b = 1.

Le diagramme de Venn ci-dessous représente les diviseurs positifs de 12 etde 18 . Leur intersection
contient 1, 2, 3 et & ;leplusgrand de ces diviseurs communs est 6 .



diviseurs positifs de 12 diviseurs positifs de 18

le plus grand diviseur commun est 6 =12 A 18

Remarquons que @ A & = |a| A |b| etque a A 0 = |a| . On peut donc se ramener & des entiers
naturels.

2. Le lemme clé et l'algorithme d'Euclide

Lemme :

Soient @, b, g trois entiers. Alors les couples (@, &) et (b, a — bg) ont les mémes diviseurs
communs. En particulier, si T est le reste de la divisionde @ par & > 1,alors g A b = b A r

Démonstration :

Posons T = a —bg .Si d divise @ et p,alors g divise la combinaison @ —bg = 7.
Réciproquement, si o divise b et T, alors g divise bg + r = a . Les deux ensembles de
diviseurs communs coincident, donc leurs plus grands éléments aussi.
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On en déduit I'algorithme d'Euclide. On partde g = % et 7 = b,avec a > b >1.Tantque

TL ?é 0,onnote Tg41 lerestedeladivisionde *r—i par Tx.Les restes forment une suite
d'entiers naturels strictement décroissante. Par conséquent, elle atteint 0 en un nombre fini d'étapes.
D'aprés le lemme, le PGCD se conserve a chaque étape: a Ab = r, AD = r, .

Méthode :

Pour calculer un PGCD par l'algorithme d'Euclide, on effectue des divisions euclidiennes
successives : on divise @ par §{,puis § parle reste, et ainsi de suite. Le PGCD est le dernier
reste non nul. On présente les calculs ligne par ligne, afin de pouvoir remonter ensuite I'algorithme.

Calculons 42 A 15 . On écrit successivement :

15+ 12
12 +

3 +

ot ot
B TR
Il

2 X 1
1 % 3
4 x 0+

Le dernier reste non nulvaut 3,donc 42 A 15 = 3.

L'algorithme admet une interprétation géométrique. On découpe un rectangle de 42 sur 15 en carrés
les plus grands possible, puis on recommence dans le rectangle restant. Comme le montre la figure ci-
dessous, le dernier carré utilisé a pour coté le PGCD.



carrés de coteé 3 : dernier reste non nul

3/3/3|3

15 15
12

largeur 15

longueur 42

IV. Théoreme de Bézout, lemme de Gauss et PPCM

1. L'identité de Bézout

Théoreme :

(Identité de Bézout.) Soient @ et § deuxentierset 4 = g M b .|l existe des entiers u et
tels que awu + bv = d. De plus, I'ensemble
aZ 4+ bZ = Jau + b u, v € [\mamathbb?]Z} est exactement dZ .

Démonstration :

Lecas @ = b = 0 estimmédiat. Sinon, I'ensemble I = a# + & contient un entier
strictement positif, par exemple g2 + 53 .Soit & le plus petit élément strictement positif de I,
écrit & = atq + bug. Divisons @ par § : a =4&g+7r avec 0 < r <. Alrs

T = ﬂ(1 - qug} + 5{—@%} appartienta I .Par minimalité de §&, onobtient » = (0, donc
6|a.Deméme, &§|b,donc § < d .

D'autre part, o divise @ et b, doncil divise Gy + 51.'0 = & Ainsi d < 6 ,puis § =4d.
Enfin, tout élément de I est multiple de d, et tout multiple kd = a(kug) + b(kvy) estdans
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IF.Donc T = dF .

Corollaire :

Unentier d > 0 divisant @ et § estégala g A b sietseulements'il existe U, ¥ tels que
au + bv = d. De plus, tout diviseur commun de @ et § divise g A b.Enfin,pour k& € N,

ona (ka)A (kb) = k(@ Ab).

Théoréme :

(Théoreme de Bézout.) Les entiers @ et § sont premiers entre eux si et seulement s'il existe
u, v € £ telsque au +bv =1.

Démonstration :

Le sens direct découle de I'identité de Bézout avec 4 = 1 . Réciproquement,si au + bv =1,
tout diviseur commun positif de @ et § divise 1,doncvaut 1.Ainsi g A b = 1.

2. Déterminer des coefficients de Bézout

Méthode :

Pour déterminer des coefficients de Bézout, on remonte I'algorithme d'Euclide. On isole le dernier
reste non nul dans I'avant-derniere division. Ensuite, on remplace chaque reste par son expression
tirée de la division précédente. A la fin, on vérifie toujours I'égalité obtenue par un calcul direct.




Reprenons 42 A 15 = 3 .D'abord 3 = 15 —12.Ensuite 12 = 42 — 2 x 15. Par
conséquent 3 = 15— (42 —2x 15) = 3x 15 —42 . Onobtient ©u = —let v =3, et
I'on vérifie: —42 + 45 = 3.

3. Le lemme de Gauss

Théoreme :

(Lemme de Gauss.) Soient @, b, ¢ trois entiers. Si @ divise bc etsi g A b = 1,alors @
divise <.

Démonstration :

D'aprés le théoréme de Bézout, il existe ;U telsque awu + bv = 1.En multipliant par ¢, on
obtient ¢ = acwu 4+ bcv .Or @ divise acu ,et a divise hcw puisqu'il divise he . Par
conséquent & divise leur somme ¢ .

Corollaire :

Si a|lc, blcet g Ab =1 alors ab|c.Deplus si @ estpremieravec b etavec ¢,
alors @ est premier avec b .

Démonstration :
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Ecrivons ¢ = ak.Alors b divise gk et hAa = 1,donc b|k parlelemme de Gauss.
Ainsi kb = bf et ¢ = ab# . Pourle second point, on multiplie deux relations aw + bv = 1 et
au! 4+ cw = 1 .0nobtient af...) +bcvw = 1, ce qui conclut par le théoréme de Bézout.

4. Le PPCM

Définition :

Soient @ et } deuxentiersnonnuls.Le PPCMde @ et §,noté g % b, estle plus petit entier
strictement positif multiple a la foisde @ etde §.

Proposition :

Pour a,b € N*,ona (@ Ab)x (@Vb) = ab.Deplus, les multiples communs de @ et &
sont exactement les multiplesde g % b .

Démonstration :

Posons d =aAb, a=dal et p = gp’ . Aors g/ pp' =1, car

d{al A b’} — a A b = d.Soit ™M unmultiplecommunde @ et §.Onécrit m = da'k.
Comme gp’ divise da’k ,on obtient &' | a’k, puis b’ | & par le lemme de Gauss. Ainsi 1M
est multiple de  gg/7p’ . Réciproquement, 4g/p’ est un multiple commun. Donc g v b = da’b’,

et dx da’dt’ = ab -

5. Equations diophantiennes linéaires

On cherche les couples d'entiers (z, ) telsque ax +by = ¢ ,ol @ et p sontnon nuls.
Géométriquement, ce sont les points a coordonnées entieres d'une droite du plan.



Théoreme :

Soit o = @ A b.L'équation ax + by = c a des solutions entiéres si et seulementsi d | ¢ .
Danscecas,onpose @ = da', b — 4h', etl'on fixe une solution particuliére l::r,j, yU} . Les
solutions sont alors exactement les couples

(z,y) = (zy + kb’
Yo — ka'), k € Z

Démonstration :

La condition d |c est nécessaire, car d divise az + by . Elle est suffisante:si ¢ = de! et
au +bu = d,alors (uc’/, vc!) est solution. Soit ensuite (x, /) une solution. Par différence,
alr — o) = —bly - y[]}, puis, en divisant par d, a’(z — £y) = —b’{y — yD) . Ainsi
b divise al{z —x4),avec g/ A B/ = 1.Lelemme de Gauss donne T — Ty = kb, puis
¥—Yy = —kal Réciproquement, ces couples sont bien solutions.

Méthode :

Pour résoudre une équation diophantienne ax + &y = ¢ :oncalcule d = a A b etlon
vérifie que d | ¢ ; ondivise I'équation par ¢ ; on trouve une solution particuliere, a vue ou par
I'algorithme d'Euclide remonté ; enfin, on soustrait et on applique le lemme de Gauss.

Résolvons 3z + 5y = 1.0nvoitque (2, —1) estsolution, car 6 — 5 = 1. Les solutions sont
donc les couples (2 + 5k, —1 — 3k),avec k € 7 .
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Comme le montre la figure ci-dessous, ces solutions sont régulierement espacées sur la droite d'équation
3z 4 5y = 1.0n passe de I'une & la suivante par le vecteur (5, —3) .

T

—4 1 —— droite 3x+5y=1
® solutions entiéres (2 + 5k, — 1 — 3k)

—6 T T T T I T T T T
-10 -8 -6 -4 =2 0 2 4 6 3 10
X

V. Nombres premiers et décomposition en facteurs premiers

1. Nombres premiers

Un entier naturel P est premier s'il est supérieur ou égal a 2 et si ses seuls diviseurs positifs sont
1 et P.Unentier n > 2 non premier est dit composé.




Tout entier 7 = 2 admet un diviseur premier : son plus petit diviseur £ = 2.Si n est
composé, ce diviseur vérifie de plus p2 < n .

L'ensemble des diviseurs de 71 supérieurs ou égaux a 2 contient 7. Il a donc un plus petit

élément P.Si P avaitundiviseur 9 avec 1< g < p, alors @ diviserait 7, ce qui

contredirait la minimalité. Donc P est premier. Si 71 est composé, alors " = DT avec
m > 2 diviseur de 7. Par minimalité, 'm = p,donc n > p?.

Pour tester si 7. est premier, il suffit donc de chercher un diviseur premier F avec pg < n . Lecrible
d'Eratosthéne repose sur cette idée. On barre successivement les multiplesde 2, 3, 5 et 7,car
112 = 100. La figure ci-dessous montre le résultat pour les entiersde 1 & 100.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10

11 | 12 |13 | 14 | 15|16 |17 | 18 | 19 | 20

21 | 22 |23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30

31 32 (33 (34 |35|36 |37 | 38|39 |40

41 | 42 |43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50

51 | 52 |53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 58 | 39 | 60

6l 62 | 63 |64 | 65|66 | 67| 68 | 69 | 70

71 | /72 |73 | 74 |75 |76 |77 | 78 | 79 | 80

8l | 82|83 |84 | 85 |86 | 87 | 88|89 | 90

91 | 92 193 |94 |95 |96 |97 | 98 | 99 |100

en rouge : les 25 nombres premiers inférieurs a 100

Théoreme :

(Euclide.) Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration :



Supposons qu'il n'y en ait qu'un nombre fini, P1s-- - Pg.Posons N = p; py...pp+1 23,
D'aprés la proposition, N admet un diviseur premier P, quiestl'undes F;.Alors P divise
N et Pq---Pg, doncil divise leur différence 1. C'estabsurde, car p = 2.

Lemme :

(Lemme d'Euclide.) Soit P premier. Pour tout entier @, soit p|a&,soit pAa = 1.Par
conséquent, si I divise un produit @b, alors P divise @ ou I divise b.

Démonstration :

Le PGCD P M @ est un diviseur positif de P, doncilvaut 1 ou P.S'lvaut P, alors p|a.
Supposons maintenant p |ab et p[\nmid?]a .Alors p Aa = 1,etlelemme de Gauss
donne p | b . Par récurrence, si P divise un produit de plusieurs facteurs, il divise I'un d'eux.

2. Décomposition en facteurs premiers

Théoreme :

(Théoréme fondamental de I'arithmétique.) Tout entier 7 = 2 s'écrit comme produit de
nombres premiers :

n=pMpy2.. pdr, p;<py,<..<p, premiers, a; > 1

Cette écriture est unique.
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Démonstration :

Existence, par récurrence forte sur 7. Si 7 est premier, c'est fini. Sinon, n = ab avec
2 < a,b <n,etl'onmultiplie les décompositions de @ etde 5.

Unicité, par récurrence forte également. Supposons ™ = Py ---P, = @1 ---9;  avecdes
facteurs premiers répétés éventuellement. Le premier Fq divise le produit des qj . D'apres le
lemme d'Euclide, il divise I'un d'eux, disons ;. Comme %5 est premier, F1 = 9. On simplifie
par 1 eton applique I'nypothése de récurrencea ™ ,/ pp<n.

Pour F premieret n ?‘3 0, on note *up{nj I'exposant de P dans la décomposition de |ﬂ| :
c'est la valuation P -adiquede 7.Ellevaut 0 si p[inmid?]n, et

vp(ab) = vpla) + vp(d).

Proposition :

Soient a,b > 1.Alors a |b si et seulement si Up{a} < ’up{b} pour tout F premier. De plus :

alb= H min(vp(a), Up(b))) aV b = H max(vp(a), vy(b))

3
IS

3
IS

Ona 360 = 23x324xbet 84 = 92x3x 7 .Ansi 360 A 84 = 22x 3 =12 et
360 84 = 23 % 32 x 5 x 7 = 2520. On retrouve bien
12 x 2520 = 30240 = 360 x 84 .




Pour utiliser la décomposition en facteurs premiers, on raisonne exposant par exposant. Par
exemple, 7 aexactement (& +1)...(a, + 1) diviseurs positifs. En effet, un diviseur s'écrit

Pl’sl---Pfr avec 0< B, <a.,

V1. Congruences modulo n et petit théoreme de Fermat

1. Définition et compatibilité

Définition :

Soit 7 > 1 .Deuxentiers @ et § sontcongrus modulo 7. si 7 divise g — b .On note

a = b ) n C o Ly
[n] . Autrement dit, @ et §{ ontle méme reste dans la division euclidienne par 7.
i

La congruence modulo 7 est réflexive, symétrique et transitive. Elle répartit donc & en 7 classes,
notées ﬁ, L .., —1 . Comme le montre la figure ci-dessous pour 5 = 7, chaque classe regroupe
les entiers qui ont le méme reste. Par exemple, —4, 3, 10 et 17 sontdanslaclasse 3.

o =7,0,7,14, ...

...,-1,6,13, 20, ... ...,-6,1,8,15, ...
classes
= modulo 7 =
5 2
v =2, 5,12, 19, ... e =9, 2,9, 16, ...
.o =3,4,11, 18, ... ..., -4,3,10,17, ...
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Propriété :

a=b  c=d a+c=b+d _ ac=bd gk = bk
Si ,[n] et ,[n] , alors ,[n] et ,[n] . En particulier, [n] pour

tout K €.

Démonstration :

La somme découlede (@ +¢)— (b +d) = (@ — &) + {c —d) . Pour le produit, on écrit
ac —bd = alc —d) + d{a — &), qui est une combinaison de multiples de 7. La puissance
s'obtient par récurrence sur k.

e 2x3=2x8 _ 3?"28
On ne peut pas simplifier librement une congruence. Par exemple, [1[]] , Mais [1[]] .
1
1
ac = be a=b
En revanche, si et = 1, alors d'aprés le lemme de Gauss.
v i ,[n] chn =1 ,[n] P u

Proposition :

=]
£
I
—

L'entier @ posséde un inverse modulo 71, c'est-a-dire un entier u tel que [ﬂ‘] , si et
]
. . . ar =c | . . T = uc
seulementsi a A mn = 1. Dans ce cas, I'équation [ﬂ] équivaut a [n]
1 1

Démonstration :

]
&
Il
—

Dire que [n] revient a dire qu'il existe v tel que awu 4+ nw = 1. D'apres le théoréeme de
]



Bézout, cela équivauta a A n = 1. Ensuite, on multiplie @x = ¢ par u pour obtenir
T = uc ,etinversement par a.

2. Calculer avec des congruences

Méthode :

Pour calculer le reste de ;% modulo 7, on remplace d'abord & par un représentant petit,
éventuellement négatif. Ensuite, on cherche une puissance a™ lou a™ = —1.0n écrit
enfin la division euclidienne & = mg + r, ce quidonne gk = (amjg a’ .

52 = 25 = -1 5% =
Cherchons le reste de 52026 modulo 13 .0na 13] , donc [13] . Or
52026 = 52 = _] = 19 |
2026 = 4 x 506 4 2. Ainsi [13] - - - . Le reste vaut donc 12 .

1

De méme, les critéres de divisibilité se démontrent par congruences. Comme [9] — 7, tout entier est

1
congru a la somme de ses chiffres modulo 9. De plus, [11]: 7 fournit le critére de divisibilité par
1

11.

3. Le petit théoreme de Fermat

Lemme :

Si P estpremieret 1 < k < p—1,alors P divise (i)
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Démonstration :

—1
La formule du capitaine donne k& (i) = p [\hlgt?](i_l[\krighht?]} .Ainsi P divise k (i) :
or pAk =1,car 1 £ k < p.Lelemme de Gauss conclut.

Théoreme :

(Petit théoreme de Fermat.) Soit I un nombre premier. Pourtout @ £ & ,ona [p] . Si
1

aP~l =1

[ 2]

deplus p[\nmid?]a, alors

Démonstration :

Montrons d'abord le résultat pour @ & [N, par récurrence. Il est clair pour @ = 0 . Supposons

P = P_ _p
a=a . La formule du bindbme et le lemme donnent {a - 1} =" +1
2] 7]

{a—i—l}p =a+1 -
(2]

, car les termes

intermédiaires sont multiples de ¥ . Donc

Pour a < 0, onserameéne a un entier naturel @ + Mmp, congrua &.Enfin,si p [\nmid?]a,
alors P divise a{ap_l —jet pha= 1. Le lemme de Gauss donne p | aP—1_1.

10 =1

Calculons le reste de 9100 modulo 11 . Le petit théoreme de Fermat donne [211] = .or
1

5100 = 1
100 = 10 x 10, donc [11] — 7 .Lerestevaut 1.
1




La réciproque est fausse. Par exemple, 341 = 11 x 31 n'est pas premier, et pourtant
240 —
[2341] =1 . Le théoreme de Fermat sert donc surtout a prouver qu'un nombre est composé, et a
1

calculer des puissances.

Ce qu'il faut retenir

Tout repose sur la division euclidienne: @ — bq + r avec 0 < r < b, defacon unique.
e Si g divise @ et p,alors g divise toute combinaison au -+ bv .

e L'algorithme d'Euclide repose sur g A & = & A ¥ :le PGCD est le dernier reste non nul.

« L'identité de Bézout: aZ + &7 = (@ A b)Z ;ontrouve ;U enremontant I'algorithme.
o Lelemme de Gauss :si a|bc et g Ah = 1,alors a|c.

o (@ Ab){@ v b) = ab pour des entiers naturels non nuls.

e L'équation ax + by = ¢ ades solutions si et seulementsi g A & divise ¢ ; elles forment
une famille  (zq + kb', y, — kal) .

« |l existe une infinité de nombres premiers, et la décomposition en facteurs premiers est unique.

e Les congruences modulo 7 sont compatibles avec la somme et le produit ; & est inversible
modulo 7 sietseulementsi g An = 1.

af =a aP—l =1

* Petit théoréme de Fermat : , et = si p[\nmid?]a.
][p j[p]

Questions fréquentes sur arithmétique dans Z

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Quelle différence entre le théoreme de Bézout et I'identité de Bézout ?

L'identité de Bézout affirme que pour tous entiers @ et §, il existe U; Y tels que

au + bu = a M b. Le théoreme de Bézout en est le cas particulier caractéristique: a A b = 1 siet
seulement s'il existe ;¥ tels que awu -+ bw = 1. Attention, une relation aw 4+ bv = d avec

d = 1 ne prouve pas que ¢ estle PGCD.

Comment trouver des coefficients de Bézout sans se tromper ?

On écrit I'algorithme d'Euclide ligne par ligne, puis on isole le dernier reste non nul et on remplace chaque
reste par son expression tirée de la ligne précédente. Les erreurs de signe sont fréguentes. C'est pourquoi
il faut toujours vérifier I'égalité finale par un calcul direct.

Quand peut-on simplifier une congruence ?

ac = 0c
On peut diviser les deux membres de [n] par ¢ seulementsi ¢ A n = 1,grace aulemme
1
. NN 2x3=2x8 3£8
de Gauss. Sinon la simplification est fausse : [1[]] alors que .
: ,[1[]]

Le petit théoreme de Fermat permet-il de prouver qu'un nombre est premier ?

P =
af = a L
Non. Il affirme que si P est premier, alors [ ] , Mais la réciproque est fausse. Par exemple,
]
2340 =1
[341] — 7 alorsque 341 = 11 x 31.En revanche, il prouve qu'un nombre est composé des qu'une
]

puissance ne vérifie pas la congruence.

Pour aller plus loinen L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur arithmétigue dans Z

Les solutions : corrigé des exercices sur arithmétique dans Z

A maitriser avant : Entiers naturels, récurrence et dénombrement
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¢ Chapitre suivant : Polynémes et fractions rationnelles
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