Corrigés des exercices de maths sup

Arithmétique dans Z

Corrigé de I'exercice 1 : Division euclidienne et carrés modulo 8

1. D'abord, 37 x 54 = 1998 et 2026 — 1998 = 28 ,avec 0 < 28 <« 37 . Donc
2026 = 37 x 54 + 28 : quotient 54, reste 28.Ensuite, 13 x (—20) = —260 et
—260 < —250 < —247 . Ainsi —250 = 13 x {—20) + 10 : quotient —20, reste 10.
Le reste doit étre positif : I'écriture  —250 = 13 x (—19) — 3 ne convient pas.

2. Ecrivons n = 8k +savec s € {0,..., 7} . Alors nZ = S{Skg + 2ks) + 52, donc n2
et 52 ontle méme reste modulo 8.Orlescarrés 0,1, 4, 9,16, 25, 36, 49 ont pour restes
0,1,4,1,0,1,4,1. Par conséquent, les restes possibles de 52 sont (0, 1 et 4.De
plus, si 7 estimpair, alors s € {1,3,5, 7} etlereste vaut 1.On peut aussi le voir
directement: n = 2m + 1 donne m2 = dm(m—+1) +1, et m{m-+1) estpair.

3. Soient @, b, c € £ . D'aprés la question 2, g2 B + £2 ale méme reste modulo & qu'une
somme de trois éléments de {0, 1, 4} . Ces sommes valent 0,1,2,3,4,5, 6,8, 9,12 Leurs
restes modulo 8 sontdonc 0,1,2, 3,4,5 6,01, 4 Lereste 7 n'apparait jamais. Ainsi,
aucun entier de reste 7 modulo & n'est somme de trois carrés ; c'est le cas par exemple
de 7, 15 ou 23.

Point de méthode : pour étudier une expression polynomiale modulo 7, il suffit de tester les 7 restes
possibles de la variable.

Corrigé de I'exercice 2 : Divisibilité par récurrence

1. Posons u, = 327+l 4 9nt2 papord, ug = 3 +4 = T estdivisible par 7. Ensuite,
supposons | g . On calcule
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u, g = 9x 320l 4 25 27F2 = gy, — 7 x 27T2

Les deux termes sont multiples de 7, donc 7 | U, 41 - Parrécurrence, 7 divise
34n+1 4 9n+2 pourtout n € N.

2. Posons w,, = 4" 4+ 6n —1.0na Wy = 0, qui est divisible par 9. Supposons 9 | Wy .
Alors

'wm_l:4><4n+6n+5:4wn—24n+4+6n+5:4wn—18n+9,

or 4w,, 18n et 9 sont multiplesde 9.Donc 9 divise 4" + 6n — 1 pour tout
nc M.

Point de méthode : exprimez “yx11 comme combinaison de xn et d'un multiple évident du
diviseur ; c'est la clé de toutes ces récurrences.

Corrigé de I'exercice 3 : PGCD par I'algorithme d'Euclide

1. Soit 4 undiviseurcommunde & et j.Alors 4 divise la combinaison © = a — bq )
Réciproquement, un diviseur commun de § et r divise @ = bg + 7. Les couples (a, b} et
(b, ) ont donc les mémes diviseurs communs. Par conséquent, @ A b = b A r,y compris
lorsque certains de ces entiers sont nuls.

2. On enchaine les divisions euclidiennes :

1581 = 1x 1178 + 4083,
1178 = 2 x 403 + 372,
403 = 1x 372 + 31,
372 = 12 x 31 + 0.

Le dernier reste non nul est 31, donc 1581 A 1178 = 31. Chaque division correspond a une
étape du découpage : on place un carré de c6té 1178, puis deux de c6té 403, unde coté 372
et enfin douze de c6té 31 . Ainsi, le dernier carré a pour coté 31, comme le montre la figure
ci-dessous.



douze carrés de coté 31

372

|||||||||1E1"'/

1178 403

403

1581 = 1178 + 403 ; 1178 = 2 x 403 + 372 ;
403 =372 + 31,372 =12 x 31

3.0na 1581 = 31 x 51 et 1178 = 31 x 38.D'aprés larelation (@ A &){@ ¥ &) = ab, on
obtient

1581 v 1178 = L8 — 51 51178 = 60078.

Donc 1581 W 1178 = 60078 . On verifie que 60078 = 31 x 51 x 38, et que
51 A 38 = 1.

Corrigé de I'exercice 4 : Algorithme d'Euclide étendu

1. On dresse le tableau de I'algorithme d'Euclide étendu. Chaque ligne vaut la ligne d'avant-hier moins
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7 fois la ligne d'hier :

ey Tk U Ul
[\hline?] | 2026 1 0
311 0 1
6 160 1 —6
1 151 —1 7
1 9 2 —13
16 7 —33 | 215
1 2 35 | —228
3 1 —138 | 899

En effet, 2026 = 6 x 311 4160, 311 = 160 + 151, 160 = 15149,
151l =186x947, 9=T+4+2 e 7T=23x241.Vérifions: 2026 x 138 = 273588
et 311 x 899 = 279589.Donc 2026 x (—138) 4+ 311 x 899 =1, et 2026 A 311 = 1.

. En lisant I'égalité modulo 202&, on obtient [32%122]899 =1 . Ainsi, 899 est un inverse de
]

311 modulo 2026.

. On multiplie la congruence par l'inverse : 311z = 2 équivauta éﬂ?ﬁ]ﬁ x 899 = 1798 .
1

Réciproquement, ces entiers conviennent, puisque

311 x 1798 = BE9IT8 = 276 x 2026 + 2 . Donc les solutions sont les [g[]?ﬁ]l?% .
1

Corrigé de l'exercice 5 : Existence de solutions de ax + by = ¢

. D'abord, 12 A 18 = 6.Si (x,v) estsolution, 6 divise 12z et 18%y,donc 6|c .
Réciproquement, supposons ¢ = 6¢/ . Comme 12 x (—1) + 18 x 1 = 6, le couple
(—c’, ¢’} est solution. Ainsi, I'équation a une solution si et seulementsi 6 |c .

. L'équation 12z + 18y = 30 équivauta 2x + 3% = 5, qui admet la solution particuliére
(1,1). Par soustraction, 2(z —1) = —3{y —1).0or 2 A3 = 1et 3 divise 2(x —1),
donc 3|z —1 d'apres le lemme de Gauss. Ecrivons x = 1 + 3k ; alors
2x 3k = =3y —1),s0it ¥ = 1— 2k .Réciproquement, ces couples sont solutions. Donc
(14 3k,
1-o)) " FEL

les solutions sont les

. Comme 6§ nedivise pas 25, I'équation 12z 4 18y = 25 n'a aucune solution entiére.



D'ailleurs, le membre de gauche est pairet 25 est impair.

Corrigé de I'exercice 6 : Equation diophantienne 17x + 23y = ¢

. Les entiers 17 et 23 sont premiers distincts, donc 17 A 23 = 1. Ensuite, I'algorithme
d'Euclidedonne 23 =17 +6, 1T = 2x 6+ 5et 6 = 5 4 1. Enremontant:

1=6-5=6—(17—2x6)=8x6—-17=23(23—-17)—17 =3 x 23 —4x 17.

Donc (u,v) = (—4,3) convient: —68 + 639 = 1.

. En multipliant par 5, on obtient la solution particuliere {—20,15) .Si {x, ) est solution, alors
17(x 4+ 20) = —-23(y —15) . Ainsi, 23 divise 17(z + 20) et 23 A 17 = 1.Lelemme
de Gauss donne = = —20 4 23k, puis ¥ = 15 — 17k . Réciproquement, ces couples

(—20 + 23k, e .
;15 _?k} [Ymimid?] e Zl nsuite, I -~ impose > 1,

tandisque ¥ = 0 impose k& < (.Parconséquent, il n'existe aucune solution a

conviennent. Donc & = {

coordonnées positives.

. De méme, (—2000, 1500} est solutionde 17z + 23y = 500, donc les solutions entiéres sont

(—2000 + 23k,
1500 — 174)

93 x 86 = 1978 et 23 x 87 = 2001 .D'autrepart, % = 0 équivauta 17k < 1500,
soit k < 88,car 17 x 88 = 1496 et 17 x 89 = 1513.Ainsi k € {87, 88}, ce qui
donne (z,vy) = (1,21) ou (24,4).0n vérifie: 17 + 483 = 500 et 408 4 92 = 500.
La figure ci-dessous montre ces deux points dans le quadrant positif.

.D'une part, = = 0 équivauta 23k = 2000,soit &k = 87, car

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

50

—— droite 17x + 23y =500
quadrant x=0, y=0
40 1 ® autres solutions entiéres

_10_

20 -10 O 10 20 30 40 50

4. Rendre KO0 unités avec I piecesde 17 et ¥ piecesde 23, c'est résoudre la question 3
dans 2. Il y a donc exactement deux facons : une piéce de 17 etvingtetunede 23, ou
vingt-quatre pieces de 17 et quatrede 23.

Point de méthode : les contraintes de signe se traduisent par un encadrement du parametre % ;
calculez les bornes avec soin, en vérifiant les produits voisins.

Corrigé de I'exercice 7 : PGCD d'expressions polynomiales en n

1. Ona 3(2n +3)—2(3n +4) = 1. D'apres le théoréme de Bézout, 2n +3 et 3n + 4



sont premiers entre eux.

2.0na n?+4+1=(n+1Dn —1) +2. Dapreslelemme de I'exercice 3,
(n2+ 1) An+1) = (n+1) A2. Parconséquent, le PGCD vaut 2 si 7 est impair et
1 si 7 est pair.

3. D'abord, (2n +1)—2n =1,donc n A (2n + 1) = 1. Notons ensuite
D=(n34+n)A@n+Det D' = (n2 410 A (2n +1).Dunepart, D! divise
n24+1,donc n(n?+1) = n3+n  ainsique 2n +1 :ildivise D .Dautre part, D

divise 21 +1,donc D A n divise 2nn +1 et m,donc 1.Comme I} divise
n(n?+1) et DAn =1,lelemmedeGaussdonne D'|n?+1,puis D|D'. Les
deux entiers positifs se divisent mutuellement, donc 3 — .

4. Oncalcule 4(n2 +1)—(2n+1)(@2n —1) = 4n2 +4 —-4n2 +1 = 5.Donc p' divise

5.e¢ D e {1,5} . Ensuite, D' = 5 exige 5 |2n 4 1, c'est-a-dire [25? — 7 . Comme
1

n =2 n =2
3 estlinversede 2 modulo 5, cela équivaut a [5] . Réciproquement, si [5] ,
1 1

nd4+1=5=10
5]
n =
seulement si [5] , et ce PGCD vaut 1 sinon. Par exemple, pour 7 = 2, on trouve
1

WAl =5.

alors 2n+1 =10 et _Finalement, (n3 +n) A (2n +1) = 5 siet

Point de méthode : cherchez une combinaison a coefficients entiers qui élimine 1 ; elle fournit un
multiple du PGCD.

Corrigé de I'exercice 8 : Couples d'entiers de PGCD et PPCM
donnés

1. Posons mq = da’t’ .ona mg = ab’ = a’b,donc ™g est un multiple commun positif
de @ et }.Soit maintenant % un multiple communde @ et § . Ecrivons
m = ak = da’k.Comme } — g}’ divise ™, on obtient b/ | alk.or gl a bl =1,
donc le lemme de Gauss donne B’ | k. Ainsi m = dgr’b’j est un multiple de ™ . Par
conséquent, tout multiple commun strictement positif est supérieur ou égala ", et
aV b = da/d Ivient (@ AB)(aVb) =dxdald = (da’)(db') cest-adire
@ Abjlavbd) =ab.
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2. Ecrivons g = 18a’ et j — 184" avec g7 A b/ = 1.D'aprés la question 1,
a Vb = 18a’b’ . donc la condition devient 4/’ — 30.0r 30 = 2 x 3 x 5. Les couples
premiers entre eux avec g/ < ' sont (1,30), (2,15), (3,10) et (5,6).
Réciproguement, ils conviennent tous. Donc

(a, b) € {(18, 540), (36,70), (54, 180), (30, 1,108)} .

3. Ecrivons g = 45a/ et b — 453’ avec g7 A b/ = 1.Llacondition a 4+ b = 360 devient
al + 5" = 8. Lescouples (1,7) et (3,5) conviennent. Enrevanche, (2,6) et (4,4)
sont exclus, car leurs termes ne sont pas premiers entre eux. Donc

(@, b) € {(45,315), (135,225)} . On vérifie que 135 A 225 = 45.

Corrigé de I'exercice 9 : Racines rationnelles et lemme de
Gauss

1. Supposons F(p/g) = 0 avec p A g = 1.Enmultipliant par g™, on obtient

a,p™ + an_lp”—lq + ...+ alpq”—l -+ aoq” = 0.

Tous les termes sauf G&an sont multiples de I, donc P | ’I’an .Oor pAg=1 entraine
p A g™ = 1.Lelemme de Gauss donne alors 2 | Gq . De méme, tous les termes sauf @, p™
sont multiplesde ¢, donc g |anp™ et g|ay.

2. lci Gp = —1 et @, = 6. Les racines rationnelles possibles sont donc =+ 1, £ %: + %: + %
On teste : P(l:l =6—-1146—1 = 0. Ensuite,

P(})=3-4Y+3-1=0, P(})=3-Y+2-1=0.

Let

Un polyndme de degré 3 a au plus trois racines. Ainsi, les racines rationnelles sont 1, 5

% et X3 —11X24+6X —1= (X —-1)(2X —1)(3X — 1), en comparant les

coefficients dominants.

3. Le réel 3@ estracinede X3 _ 9. Si ce polyndme avait une racine rationnelle p/q , alors
g|let p|2,donc cette racine serait dans {—2, —1,1, 2} . Or ces valeurs donnent
respectivement —10, —3, —1 et &, quisontnon nuls. Par conséquent, 3\@ est irrationnel.



Corrigé de I'exercice 10 : PGCD de trois entiers

1. D'abord, 462 = 330 + 132, 330 = 2x 132 4606 et 132 = 2 x 66, donc
330 A 462 = 66.Enremontant, 66 = 330 — 2 x 132 = 3 x 330 — 2 x 462 . Ensuite,
TT0=11x66+44, 66 =44 4+ 22 et 44 = 2 x 22,donc 66 A 770 = 22.De
plus, 22 = 66 — 44 = 12 x 66 — 770 . En substituant,

22 =12(3x 330 —-2x462)—770 = 36 x 330 — 24 x 462 — 770.

Donc 330 A 462 A 770 = 22 avec (u,v, w) = (36, —24, —1) . On vérifie ;
11880 — 11088 — 770 = 22.

2.0na 6 A 10 = 2, donc ces entiers ne sont pas premiers entre eux deux a deux. En
revanche, & + 10 —15 = 1, donc tout diviseur commun aux trois divise 1. Ainsi, ©,10,15
sont premiers entre eux dans leur ensemble, avec (u, v, w) = (1,1, —1).

3. Raisonnons par récurrence sur & < 7 .Pour k = 1, c'estI'hypothése. Supposons que
A =aq...ap divise ]V,avec k < n.Lentier ®E41 estpremier avec chacundes &,
donc avec leur produit A , d'aprés le corollaire du lemme de Gauss. Comme A | N,
Gpiq |V et AA apy1 = 1, onobtient Aoy | N Donc @18g---8n divise IV.

4, Llesentiers 4 — 92, g — 32 et 25 — K2 sont premiers entre eux deux a deux. D'apreés la
question 3, tout multiple commun est multiple de 900 . Comme 900 convient, le plus petit est
300. Avec 4, 5,25 , enrevanche, I'hypothése tombe: 4 A & = 2. Ainsi, le produit 500
n'est pas le plus petit, car 300 est déja multiplede 4, & et 25.

Corrigé de I'exercice 11 : Crible d'Eratosthéne jusqu'a 120

1. L'ensemble des diviseurs de 7. supérieurs ou égaux a 2 est non vide, car il contient 7. Soit P
son plus petit élément. Tout diviseur § de P avec 1 <4 < o diviserait 7, ce qui contredit la
minimalité. Donc I est premier. Ensuite, 7% n'est pas premier, donc "t = P™M avec m = 4.
Oor m divise n,donc m = p.Ansi p? < pm = n.

2. Comme 102 = 100 < 120 < 121 = 112, un nombre composé n < 120 a un facteur
premier au plus égal a 10 . Par conséquent, il suffit de barrer les multiples de 2,3,5 et 7.
On obtient la grille ci-dessous. Les nombres premiers sont
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2,3, 5,7, 11,13, 17,19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107,109,113 . |l y en
adonc 30.

/ / SN
11 /// 13 //'/ /,/ // 7 | paRT /,/
/// /// 23 /// /,/ /// y. e //,/ bo //,/
31 // // // /,/ E - // /,/ //
41 /// 43 4 // /,/ 4y / /,/ /,/

p
\\
\\ \\
N
\\
N[

NS sa 2 2 R e
/ /

- /// /// /// //,/ /// ~ /// /,/ /,/

21 // 23 /,/ /,/ /,/ // /,/ - ///

/// /// e //_/ //,/ /// /// /// e /,/

ANANAN NN | |
101 /// 103 /// /// /// 107 /// 109 /

// // 113 // // // // // // //

30 nombres premiers inférieurs ou égaux a 120

3. 0na 102 < 113 « 112, donc il suffit de tester 2, 3,5, 7 .Or 113 estimpair, la somme de ses



chiffres vaut 5, il nefinitnipar 0 nipar 5,et 113 = 7 x 16 4 1. Ainsi, 113 est
premier. En revanche, 119 = 7 x 17 n'est pas premier.

4. Soit & € {2,..., n}. Lentier k divise n! et k,doncildivise n!+4 k.De plus,
2 < k <nl4 k . Parconséquent, n! 4+ k& est composé. On obtient ainsi n — 1 entiers
consécutifs sans nombre premier. Autrement dit, I'écart entre deux nombres premiers
consécutifs peut étre arbitrairement grand.

Corrigé de I'exercice 12 : Infinité des premiers de la forme 6k +
5

1. Soit P = 5 premieret r sonrestemodulo 6.Si 7 € {0,2,4}, alors P est pair et
supérieura 2 :c'estimpossible. Si r = 3 ,alors p = 6k +3 = 3{2k + 1) est multiple
de 3 etdifférentde 3 :c'estimpossible aussi. Donc r € {1,5}.

2. ona (6a +1)(6b +1) = 6(6ab + a + b) + 1. Ainsi, le produit de deux entiers de reste 1 a
pour reste 1 . Par récurrence sur le nombre de facteurs, un produit d'entiers de reste |
modulo & a pourreste .

3. Ecrivons IN = 6k -+ 5.D'abord, IV estimpair. Ensuite, N = 3(2k 4+ 1) + 2 n'est pas
multiple de 3. Ainsi, les facteurs premiers de IV sont au moins égaux a 5, et leur reste
modulo & vaut 1 ou & d'apres la question 1. S'ils avaient tous pour reste 1, leur produit N
aurait pour reste 1 d'apres la question 2. Or W apourreste 5.Donc [V possede un
diviseur premier de reste 5 modulo .

4. Lenombre 5 estpremierdereste 5,donc r = 1l et IN > 29 . Deplus,
N = ﬁ(pl- P - 1) 4+ 5 apourreste 5 modulo 6.D'aprés la question 3, un premier
0 dereste 5 divise IV .Parhypothese,  estl'undes P,,doncildivise ©Py---P_ .1
divise alors la différence 5191 RN T N =1 . c'est absurde. Par conséquent, il existe une
infinité de nombres premiers de la forme &k + 5.

Point de méthode : dans ce type de preuve, on adapte I'argument d'Euclide en choisissant W dans la
bonne classe de restes.
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Corrigé de I'exercice 13 : Nombres de Fermat

1. Pour m =1,ona Fg=3=5-2= F1—72 Supposons laformule vraie aurang 1.

Alors

Fo..F, F,=(F,—2)F, =(22" —1)(22" 4 1) = 22" 1 = Fppy — 2.

Donc FpFy...Fyu_1=F, —2 pourtout n > 1.

2. Soient m < n et &= F,, AF, Dabord, § divise F', , quiestun facteur du produit
Fo...Fp_1 = F,—2 Ensuite, § divise F'y,,doncil divise la différence 2.0r F,
est impair, donc § = 1. Ainsi, les nombres de Fermat sont premiers entre eux deux a

deux.
3. Pourtout m, £ = 3 admet un diviseur premier F, .Si m ?‘3 n,alors p_ ?é p,, . sinon

ce nombre premier diviserait F',,, A F'y, = 1. L'application " —* P,, est donc injective de
N dans P . Par conséquent, I'ensemble des nombres premiers est infini.

4.0na 5x 27 +1=26404+1 = 641 et 5% 4 2% = 635 4+ 16 = 641. Ainsi

5xal = -1 _ . ot x 02 =
,[641] . En élevant a la puissance 4, on obtient ,[641] . Or
5% =641 -2% = 2% _

[641] '

_ 94y 928 — _932
[641], soit 292 4+ 1 =
[641].

1
O =

Comme Fx = 232 41, 641 divise F'5.Enfin, 641 < F5,donc F'5 n'est pas
premier : précisément, F'ys = 641 x 6700417 .

Corrigé de I'exercice 14 : Décomposition de 4200 et 1764

1. Ona 4200 = 42 x 100 = (2x 3 x 7)(2% x 52) . Deplus, 1764 = 422 . Donc
4200 = 23 x 3x B2 x 7 et 1764 = 22 x 32 x 72.



2. On prend le minimum des valuations pour le PGCD et le maximum pour le PPCM :

4200 A 1764 = 22 x 3 x 7 = 84, 4200V 1764 = 2% x 32 x 52 x 72 = 88200.

Ainsi, le PGCD vaut 84 etle PPCM 88200 . On vérifie que
84 x 88200 = T408800 = 4200 x 1764 .

3. Un diviseur positif s'écrit 9%3bgfrd avec 0 <a <3, 0<bh <1, 0<¢c <2 et
0<d<1.llyenadonc 4 x 2x 3 x 2,soit 48 diviseurs.

4. Un entier est un carré si et seulement si toutes ses valuations sont paires. Il faut donc ﬂg{k} :
’UB{JE@:I et ﬂ?{k} impairs, donc au moins égaux a 1 . Le plus petit choix est

b =2x%x3x7T7 =42, et 4200 % 42 = 176400 = 420< . De méme, pour un cube, les
valuations doivent étre multiples de 3. Il faut donc v5(k) = 2, wg(k) = 1 et wvo(k) = 2,

Ainsi k= 32x 5x 72 = 2205 . et 4200 x 2205 = 9261000 = 2103.

Corrigé de l'exercice 15 : Formule de Legendre et zéros de
1000!

1. Lesmultiplesde p¥ entre 1 et 7 sontles 7pk avec 1< 7 < n/pF.llyenadonc
n

| n/p¥ |. Ensuite, vp(n!) = Z Yp(m) par additivité de la valuation. Or vp(m) estle

=
nombre d'entiers & = 1 tels que pk | . . En échangeant les deux sommes finies, on obtient

vp(n!) = Z card{m < n| pk|m} = Z [ﬁJ
| K

C'est la formule de Legendre ; la somme est finie, car les termes sont nuls des que pk’ >

2. Pour p = 5, ontrouve wg(1000!) = 200440 +8 41 = 249 Pour p = 2, on trouve
500 42504125 4+624+314+154+7F 4+ 3 +1 = 994 . Le nombre de zéros finals est le
plus grand k telque 10k — 2k5k divise 1000!, soit min{’ug, ?.15:1 .Donc 1000! se
termine par 249 zéros.

3. 0na 73 = 343 < 1000 < 2401 = 7% . Ainsi v,(1000!) = 142 + 20 + 2 = 164,

4. Comme uqy(n!) > wg(n!), le nombre de zéros finals de  n! vaut vg(n!).Pour n < 24, 0n
a vgn!) =[n/5] <4 pour 25 <n <29 0na wgln!) =5+4+1=6 pour
n > 30,ona vg(n!)>6+4+1=7 . Donc n! setermine par exactement six zéros si
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et seulementsi 25 < n < 29 Deplus, la valuationsautede 4 a 6 en n = 25.Ainsi,
aucune factorielle ne se termine par exactement cinq zéros. La figure ci-dessous montre cet

escalier.
= 141 saut de 2 enn=50
2 ~
n 12 1
©
=
Y
810 sautde 2 enn=25=52
g
o 87
©
S 6
5 8 . S O S
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Corrigé de I'exercice 16 : Nombre et somme des diviseurs

1. Soit § un diviseur positif de 7. Pour tout premier 2,ona up{8) < vp(n). Donc § n'apas
d'autre facteur premier que les ¥, , et 6 = Pl’Bl cee Pfr avec 0 < ;81- < o,

Réciproguement, ces entiers divisent 7. De plus, I'unicité de la décomposition montre que des
exposants différents donnent des diviseurs différents. Ainsi, d(n) = (061 + 1:1 . l:':'{-;r" + 1:1 .
2. En développant le produit, on obtient la somme de tous les Pl’Bl - Pfr , chacun une seule fois :

7=



roptitl—1
La somme géométrique donne alors o) = Hl tiﬂt——l .Pour 360 = 23 x 32 5,0n
7=
trouve d(360) = 4x 3x 2 = 24 et o(360) = 15 x 13 x 6 = 1170 .

3. Le produit I:Ofl + 1:1 cae I:Ofr + 1} est impair si et seulement si chaque facteur est impair. Cela
équivaut a dire que tous les  ; sont pairs. Par conséquent, d(n) est impair si et seulement

si 1. est un carré parfait.

4. Les écritures de 12 comme produit de facteurs au moins égauxa 2 sont 12, 6x 2,
4 x 3 et 3x 2x 2.Pourune liste d'exposants donnée, I'entier est minimal lorsque les plus
grands exposants portent sur les plus petits premiers. On obtient ainsi 211 — 9048,
95 %3 =95, 922% 32 = 79 et 92« 3« 5 = G0.Donc le plus petit entier ayant
12 diviseurs est 50.

Corrigé de I'exercice 17 : Criteres de divisibilité et derniers

chiffres
— E—
1. Ona [19% =1 , donc Eg[j] =1 par compatibilité avec les puissances. Ainsi,
1 ]
N=c¢c,+...4¢ — _ E — f_1nk
0 m 10 1 10 _{ 1:1 Donc

. De méme, ![11] donne

o[ 11]

NECD—cl—I—CE—...—l—{—ljmcm.

2. Lasomme des chiffresvaut 9 4+14+8 4+24+74+3+64+4 45 = 45, qui est multiple de
9.Donc 918 273 645 est divisible par 3. Ensuite, la somme alternée a partir des unités
vaut 5—-44+6-34+7-24+8-1+9=25.0r 25 = 2x 11 4 3. Ainsi, I'entier
n'est pas divisible par 1] et son reste vaut 3.

3. On calcule 3° = 243 = 43 puis 310 = 43% = 1849 = 49 Ensuite
O o P 1o0] Ensute
[5;00;2 499 =2901=1 (me 2026 = 20 x 101 + 6 , il vient
]
2026 — 96 _— —
[S;LDD] =3 =729=29 . Donc les deux derniers chiffres de 32026 sont 2 et 9.
]
4. Le petit théoreme de Fermat ne s'applique pas, car 9 n'est pas premier. Cependant,
3 = _ 6 —
53 = 195 = 13 x 9 4 8, donc [Eé] = -1 et [59'] =1 .Comme 2026 = 6 x 337 + 4,
] ]
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2026 — gd _ 3 = _E —
on obtient [Eé] =5%=5x5=-5=4 . Ainsi, le reste vaut 4 .
1

Point de méthode : cherchez d'abord une petite puissance congruea 1 oua -1, puis divisez
I'exposant par sa période.

Corrigé de I'exercice 18 : Inverse modulo n et congruences

linéaires

au =
1. Dire que [n] , C'est dire qu'il existe w € & telque au + nw = 1. D'apres le théoréme
b

de Bézout, cela équivauta a A n = 1.Donc @ estinversible modulo 7 si et seulement
si o An =1.Modulo 12, lesentiers premiersavec 12 sont 1,5, 7 11 . De plus,

52 — 95, 72 — 49 et 112 — 191 sontcongrusa 1.Ainsi, 1,5, 7 11 sontinversibles
et chacun est son propre inverse.

2. L'algorithme d'Euclidedonne 43 = 2x 17 4+9, 17T =94+ 8 e¢ 9 =8 +1.En
remontant :

1=90-8=2x0-17=2(43-2x17)—17 = 2x 43 — 5 x 17.

Donc —5 = 38 estuninversede 17 modulo 43 :en effet,

17 x 38 = 646 = 15 x 43 4+ 1. Ensuite, 17r = 5 équivauta
r=38x5=180 =18

[43] . On vérifieque 17 x 18 = 306 = 7 x 43 + 5. Donc
1
r =18
[43]
3.1ci 6 A10 = 2,donc 6 n'estpas inversible. Cependant, 10|6x —4 équivaut a
o ar = 2 , =4
5|3z — 2, c'est-a-dire 5] .Or 2 estlinversede 3 modulo 5, donc 5]
1 1
.. =4 r=3 o .
Ainsi, ![1[]] ou ,[10] .On vérifieque 6§ x 4 = 24 et 6 x 9 = 54 sontcongrusa
4 modulo 10 .
. . . . , b =5
4. Pour tout entier =, &1 — 5 estimpair. Or un multiple de 10 est pair. Donc [10] n'a
1
aucune solution. Plus généralement, ﬁﬁ; = a une solution si et seulement si a A 7 divise
]

b.



Corrigé de I'exercice 19 : Congruences simultanées

1. La premiére condition s'écrit & = 2 4+ bk avec k € ¥ .Laseconde devient E;Tﬁ =1 .Or
1
E;?T I=1=1 , donc [;?F]: 3 .Enécrivant & = 3 + 77, onobtient £ = 17 4+ 357 .
]
L : r =17
Réciproquement, 17 apourrestes 2 et 3.Donc [35]
i
2. Oncherche x = 17 4 357 avec [:Eg]z ! .Comme 17 = 2 et [3353 =2 , la condition
1 ]
. - =2 _ 7=1
devient 2 4 27 = 1, soit (3] .Or 2 estinversible modulo 3, donc (3] . Ainsi
] ]

£ = 17 4+ 35(1 4+ 34) = 52 + 1057 . Donc [%55] 52

3. Le nombre d'ceufs vérifie les trois conditions, donc il s'écrit 52 + 105z . La contrainte
100 < 52 4+ 1052 < 200 impose z = 1.Donc la coopérative posséde 157 ceufs. On
vérifie: 157 = 3x 52 +4+1=5x31+2=7Tx22+3.

r=1 r =2
4. Si [4] , alors I est impair. Si [6] ,alors I est pair. Les deux conditions sont
1 i

incompatibles, donc le systeme n'a aucune solution. || manque I'hypothése que les modules
soient premiers entre eux, car 4 A6 = 2.

Corrigé de I'exercice 20 : Petit théoreme de Fermat et calculs

de restes

12 =
1. Le nombre 13 est premier et ne divise pas 2 . D'apres le petit théoréme de Fermat, [213] =1
92026 = 910 — 1994 ’
Comme 2026 = 12 x 168 +10,0na [13] - .Or 1024 = 13 x 78 4+ 10.
]

Donc le reste vaut 10 . La figure ci-dessous montre les puissances successives de 2 modulo
13 : elles parcourent les douze restes non nuls avant de revenira 1.
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fleche : multiplication par 2 modulo 13 ; en rouge, le passage de 2° 3 2'°=10

10 — 1003 — =3 _
2. De méme, ro=1 .Comme 1003 = 10x 100 4+ 3 ,0na 7 =77 =343 . Or
[11] [11]
343 = 11 x 31 + 2. Ainsi, le reste vaut 2.
3.0na [13] — © ,donc k% 511 = 1 :l'entier Ell estuninverse de 5 .Ensuite,
1
52 = 25 = —1 Bl — BBy BixE =_5=38
,donc E8 = 1. Ainsi . Un inverse de
[13] 0= 1AM 3]
5 modulo 13 est &, puisque 40 = 3 x 13 +1.Enfin, 5x = 3 équivauta
,[11:3]2 24=1 . Donc :[11?3]: 1 ,etl'on vérifieque 55 =4 x 1343 .
70 — (ol 10 = 3 —
4. D'une part, 2 {2 :I x27 =10 d'apres la question 1. D'autre part, [5;[3]_ 2r=1 )

[13]



370 = (33 x3=3 270 4370=13=0
. Ainsi
[13] [13]

970 1 370,

donc .Donc 13 divise

Corrigé de I'exercice 21 : Fermat et divisibilité par 2730

1. Soit n &€ £.S5i p | n,alors nl2 et 7 sonttous deux congrusa (. Sinon, le petit théoréme

_1 .
de Fermat donne E;T =1 .Ecrivons 12 = (p —1}s . Alors nl2 = {nP_l)‘S = 1, donc
W3 =g nl3 = n
- . Dans tous les cas, T
1[1?3'] 1[?3']

2. Les diviseursde 12 sont 1,2, 3,4,6,12. Les entiers P correspondants sont 2,3, 4,5, 7, 13,
dont les premiers sont 2, 3, 5, 7, 13 . Ces nombres premiers distincts sont premiers entre eux deux
a deux, et chacun divise n13 — 5. Leur produit divise donc g 13 — 5. Comme
2x3x5xTx13 = 2730, 2730 divise 513 _ 5 pourtout 7.

3. Modulo 3,0ona 53 = n,donc nd = n3n2 = n3 = n.Ansi

5 3 = = =
[33? TonTATn =04 St IEH_D-Modqu F,ona 5% = n,donc
1

, S 3n4+04+4Tn =10n=20 .
I'expression est congrue a [5] .Comme 3 AL =1, 15 divise
]

3n® 4+ 5n3 4+ .

.'F'_l =
4. Pour 1 <k < p-—1, P nedivisepas k,donc [k] =1 . La somme contient p —1
]
1Pl ()Pl = 4

[ 2]

termes, donc elle est congruea P — 1. Par conséquent,

Corrigé de I'exercice 22 : Nombres de Mersenne et leurs
diviseurs

l.Ona a®”-1=(a-— 1}(.5;'-”«_1 +...+a +1).Lesecond facteur vaut au moins @ 41 > 3
.Si a™ — 1 estpremier, le premier facteur vautdonc 1,et a = 2 .Supposons ensuite
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n=7r5avec l<r<n.Aors 27 1 = {Er)s — 1 estdivisible par 2" _ 1, qui vérifie
1<2" —1«<2™ _1.Cestimpossiblesi 9™ _ 1 estpremier.Donc g = 2 et 71 est
premier.

2.0na 2% -1 =2"(2" 1)+ (2" -1).0r
aby _ 1 — (26 —1) {25(9—1) + ...+ 2b 4 1) estmultiple de 2b _ 1. Ainsi
29 _1 = I{(Zb -1+ {ET —1yavec K € N.Lelemme de I'exercice 3 donne
{Za — 1A {25 -1) = {25 1A {ET — 1) . Les exposants suivent donc exactement
'algorithme d'Euclide appliqué & (@, b). Celui-ci s'arréte sur le couple {a A b, 0}, et
90 _1 = (. Parrécurrence forte, (2% —1) A (20 —1) = 20Ab 1,

3. Oncalcule 93 x 89 — 2047 = 211 _1.0r 11 estpremier, mais 911 _ 1 ne I'est pas. Donc
la réciproque est fausse.

4, L'entier 3P _ 1 estimpair, donc g estimpair. D'aprés le petit théoréme de Fermat, 9 divise
2¢—1 _ 1.l divise aussi 9% _ 1, donc il divise leur PGCD, qui vaut 5P A (g—1) _ 1 d'apres
la question 2. Or P est premier, donc p A (g —1) € {1, p}.S'ilvalait 1, ¢ diviserait
21 _ 1 = 1, cequiestabsurde. Donc p | g —1.Enfin, g —1 estpairet P estimpair, donc

=1
2p|g —1.Ainsi, [qu] .Onlevérifiesur 23 = 2x 11 4+1let 89 =8x1141.
]

5. Si 8191 n'était pas premier, il aurait un facteur premier ¢ avec g2 < 8191 < 8281 = 912 .

D'aprés la question 4, et g < 30 .Lescandidatssont 27, 53 et 79.0r 27 n'est

[26]
pas premier. De plus, 8191 = 53 x 154 4+ 29 et 8191 = T9 x 103 4 54 . Par conséquent,
913 _ 1 = 8191 est premier.

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : principe du chiffrement
RSA

1.Ona n =55 et (p-1){g—1) = 4 x 10 = 40.Ensuite, 3 A 40 =1, car

40 = 13 x 34+ 1,donc e = 3 convient. On cherche ¢ tel que [?_fé]: L . La relation
1

40 —-13x 3 = 1 montreque —13 = 27 estuninversede 3.Donc d = 27, puisque
3x27T =81 =2x40+41.

2. Par hypothése, (p—1)(g—1) divise ed —1,donc ed =1+ k(p-1)(g—1) avec k € 7.
Comme ed > 1,ona k(p—1)(g—1) > 0,donc k& € N.Soit wm € Z .Premiercas: si
P | m ,alors sed et ™ sontcongrusa ( modulo P,car ed > 1.Second cas : si



med = m
Dans les deux cas, [ ]
1

" A med =m -
3. Par symétrie des rdles, [ ] CAinsi, P et g divisent smed — g .Or P et g sont
]
des nombres premiers distincts, donc premiers entre eux. Le corollaire du lemme de Gauss donne

d =
ed _ . C'est-a-di met =
pg|m m , C'est-a-dire [n]

4. Oncalcule 82 = 512 = 9 x 55 + 17 . Donc le message chiffré est « = 17 .

5. Modulo 5,ona 17 = 2 et 94 = 1.Comme 27 = 4 x & 4 3, on obtient

27 — 93 _ g = 7T = g7

1720 =2 _S_S.Modulo 11,ona 17 =6 et gl0 = 1, donc 1720 =6

(5] . (1]

Ensuite, 62 = 36 = 3, 6t =9, 60 = 27 = 5, puis Etl]: 30=18 5 cherche donc

]
I avec !fg]: 3 et ![:11?1]: 8 .Ecrivons £ = 8 4+ 117 :comme 8 = 3 et ![151']: ! ,la
=10 =
condition devient ![‘;] . Donc JEEST 8 , et le message déchiffré est bien m = 8,

conformément a la question 3.

6. Connaissant P et g,oncalcule {p—1)(g—1}.Ensuite, comme & est premier avec ce nombre,
I'algorithme d'Euclide étendu fournit un couple de Bézout, donc l'inverse ¢ de €. Ainsi,
factoriser 7. suffit pour trouver la clé secréete. La sécurité repose donc sur la difficulté de
factoriser 1 lorsque I et g sonttres grands.

Point de méthode : pour calculer modulo P4, travaillez séparément modulo P et modulo ¢, puis
recollez les résultats grace au lemme de Gauss.

Revenir aux énoncés des exercices
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