Corrigés des exercices de maths en L1

Arithmétique dans Z

Corrigé de I'exercice 1 : Divisibilité et combinaisons linéaires

1. Supposons @ |b et b|a.Si @ = 0,alors b estunmultiplede 0,donc & = 0 et

la] = [b]. Sinon, & = kb avec @3 O, donc b 0. Orun diviseur d'un entier non nul lui
est inférieur en valeur absolue. Ainsi || < |a| et, de méme, |a| < |b]. Par conséquent
laf = 8]

2. Onremarque que 2n +13 = 2(n +3)+ 7.Si n + 3 divise 2n + 13, alors il divise la
combinaison (2n 4 13) —2(n 4+ 3) = 7 . Réciproquement, si n -+ 3 divise 7, il divise
2(n+3) 4+ 7 = 2n + 13 . La condition équivaut donca n + 3 € {7, —1,1,7}. Les

solutions sont 7 € {—10, —4, —2, 4}, Par exemple, pour 7 = 4, ontrouve bien 7|21 .

3. Onécrit né4+n = n{n —+ 1} et I'on distingue selon le reste de 7 modulo 2.Si n = 2k,

alors nin+l) = 2k(2k+1).si n = 2k +1,alors n{n+1) = 2(2k+1)(k+1). Dans les

deux cas, nZ 4 n est pair.

Point de méthode : pour une condition du type « 7. + 3 divise une expression », on retranche un
multiple adapté de . -+ 3 afin d'obtenir une constante.

Corrigé de I'exercice 2 : Division euclidienne et carrés modulo 4

1. Ona 17 x 119 = 2023, donc 2024 = 17 x 119 +1,avec 0 < 1 <17 .Ensuite, on en
déduit —2024 = 17 x (-119) — 1 = 17 x (-120) 4 16 . Le quotient de 2024 par 17
vaut 119 etlereste 1 ; pour —2024, le quotient vaut —120 etlereste 16.

2. Le plus grand multiple de 6 inférieur ou égal & —47 est —48.Ainsi —47 = 6 x (-8) +1
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. Le quotient vaut —& etlereste .

3. D'apres la division euclidienne par 2, tout entier 7 s'écrit 2k ou 2k 4 1. Dans le premier
cas, n2 — 4k2,dereste [ modulo 4.Danslesecondcas, ni = 4{}@2 + k) +1,de
reste 1.Uncarréestdonccongrua (J oua 1 modulo 4.

4. Soient T et ¥ deux entiers. D'aprés la question précédente, x2 + yg estcongrua 0O+ 0,
0+1ou 141 modulo 4.Ainsi x2+ yg estcongrua O, 1 ou 2 modulo 4,jamais
a 3.Un entier de laforme 4% 4 3 n'est donc jamais somme de deux carrés. Par
exemple, 7, 11 et 15 nelesont pas.

Corrigé de I'exercice 3 : PGCD par l'algorithme d'Euclide

1. On effectue les divisions successives :

1071
462
147

B —

62 +1 7
47 + 2
1+0

11l
ENJEIN
X X X

Le dernier reste non nul vaut 21 . Ainsi 1071 & 462 = 21.

2. Un carré de coté ¢ pave le rectangle si et seulement si ¢ divise la longueur 1071 et la largeur
462 . Le cOté cherché est donc le plus grand diviseur commun, c'est-a-dire 21 . On place alors
1071 / 21 = 51 carrés en longueur et 462 [/ 21 = 22 carrés en largeur. Il faut
51 x 22 = 1122 carrés de c6té 21 . La figure ci-dessous illustre I'algorithme : chaque division

correspond a une série de carrés, et le dernier carré a pour c6té le PGCD.



147

462 462 147

147

1071 = 2 X 462 + 147 puis 462 =3 X 147 + 21

21 21 21 | 21 21 21 21

agrandissement de |la bande verte 147 x 21 : 147 =7 x 21

3. 0na 4620 = 3 x 1386 4+ 462, car 3 x 1386 = 4158 . Ensuite 1386 = 3 x 462 4+ 0.
Le dernier reste non nul donne 4620 A 1386 = 462 .

Corrigé de I'exercice 4 : Coefficients de Bézout

1. On remonte l'algorithme de I'exercice 3. La deuxieme division donne 21 = 462 — 3 x 147. La
premiere donne 147 = 1071 — 2 x 462. En substituant, on obtient

21 = 462 — 3(1071 — 2 x 462) = 7 x 462 — 3 x 1071.

On vérifie: 7 x 462 = 3234 et 3 » 1071 = 3213, dont la différence vaut 21 .0On peut
prendre uw = —3 et ¢y = 7T.

2.0na 5l =2x 2247 ,puis 22 = 3 x 7+ 1. Le dernier reste non nul vaut 1 . D'ailleurs,
Bl = 3 x 17 et 22 = 2 x 11 n'ont aucun facteur premier commun. Donc 51 A 22 = 1.
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3. Comme 1071 = 21 x 51 et 462 = 21 x 22, I'équation équivauta blu + 22v = 1. Le
couple (—3,7) en estsolution. Par différence, 51(u 4+ 3) = —22(v — 7). Ainsi 22 divise
51(u +3),et 22 A 51 = 1.Lelemme de Gauss donne wu + 3 = 22k avec k € Z .En

reportant, 51 x 22k = —22(v —7),donc w — 7 = —5lk . Réciproquement, ces couples
(u, v) = (-3 + 22k,

7 — 51K) » keL

conviennent. Les solutions sont les couples

Corrigé de I'exercice 5 : Inverse modulaire par l'algorithme

d'Euclide étendu

1. On écrit les divisions successives :

07 =2x35+27, 35 =1x 27 + 8,
27 =3x8+3 8=2x3+2,
3 =1x241,2=2x14+0.

Le dernierreste nonnulvaut 1,donc 97 A 35 = 1.

2. On remonte les divisions, du bas vers le haut. D'abord 1 = 3 — 2. Ensuite, 2 = 8 — 2 x 3
donne 1 =3x3—-8.Puis 3 =27—-—3x8donne 1 =3x 27 —10x 8.Deplus,
8 =35 —27 donne 1 =13 x 27 — 10 x 35 .Enfin, 27 = 97 — 2 x 35 donne

1 =13 x 97 — 36 x 39.

On Vérifie: 13 x 97 = 1261 et 36 x 35 = 1260 . On peut prendre «u = 13 et
v = —36 .

3. La relat cédente ¢ .t35><{—36}51 —365610 it

. La relation pr n ri r . On vérifie :

a relation précédente s'éc 1[97,] ![97] érifie

35 x 61 = 2135 = 22 x 97 + 1. L'inverse de 35 modulo 37 est 6l.
, ) o ., 3 =4
4. Comme 35 estinversible modulo 97, on multiplie la congruence par &1 . Ainsi [97]
1
équivaut a tg?]: 244 .Or 244 = 2 x 97 4 k0. Réciproquement,
1

35 x B0 = 1750 = 18 x 97 + 4. Les solutions sont les entiers = = 50 + 97k,
keld.



Point de méthode : vérifiez toujours la relation de Bézout par un calcul direct, car une erreur de signe en
remontant I'algorithme est fréguente.

Corrigé de I'exercice 6 : Equation diophantienne 15x + 21y = ¢

1.Ona 15 =3 x bet 21 = 3 x 7,donc 3 divise 15z + 21y pour tous entiers T, ¥ . Or
3 nedivise pas 10 .L'équation 15z + 21y = 10 n'a donc aucune solution entiére.

2. Ona 15 A 21 = 3. D'apres le théoreme sur les équations diophantiennes, I'équation a des
solutions si et seulement si 3 divise ¢ .Les entiers © cherchés sont les multiples de 3.

3. Ondivise par 3 :I'équation équivauta 5z + Ty = 3.Lecouple (2, —1} est solution, car
10 —7 = 3.Soit (z,y) une solution. Par différence, 5{x —2) = —7(y 4+ 1) . Ainsi 7
divise 5(x —2),avec 7 A5 = 1.D'aprés le lemme de Gauss, = — 2 = Tk avec k € Z
.Onendéduit 35k = —7(y +1),s0it y = —1 — 5k. Réciproquement,

(2 4 Tk,
—1-5K)"
Comme le montre la figure ci-dessous, ces points sont alignés sur la droite 15z 4 21y = 9,
espacés par le vecteur (7, —5).

5(2 + Tk) 4+ 7(—1 — 5k) = 3 . Les solutions sont les couples kec?.

—— droite 15x+ 21y =9
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4. La condition 0 < 2 4 Tk <7 équivauta —2 < Tk < 5,donca k% = 0.La solution
cherchée est (2, —1).

Corrigé de I'exercice 7 : Atteindre 100 avec des jetons de 7 et
de 11

1. On applique l'algorithme d'Euclide: 11 = 1x7+4, T=1x4+3, 4 =1x341.0n
remonteensuite: 1 =4 -3 =4—-(7-4)=2x4-7.0r 4 =11 — 7, donc
1=2x11—3x7.Onpeutprendre u = -3 et v=2: Tx(-3)+1lx2=1

2. En multipliant par 100, le couple {—SDD, ZDD} est solutionde 7x + 11y = 100 . Soit
(z, ) une solution. Par différence, 7(z + 300) = —11{y — 200).Comme 11 divise
T(x +300) et 11 A7 = 1,lelemme de Gaussdonne x = —300 -+ 11k . On en déduit
y = 200 — Tk . Réciproquement,

T(—300 + 11k) + 11(200 — 7k) = —2100 4+ 2200 = 100 . Les solutions sont les
(—300 + 11k,
couples 200 — 7k y ked.

3. Lacondition x = 0 s'écrit 11k = 300 ,s0it & > 28 ,car 11 x 27 = 297 <« 300 . La
condition ¥y = 0 s'écrit Tk < 200,soit k& < 28 ,car T x 29 = 203 = 200 . Donc
bk = 98 ,puis + = —300 4308 = 8 et y = 200 —196 = 4 On vérifie :
56 4+ 44 = 100 . Il existe une seule facon : huit jetons de 7 et quatre jetons de 11. La
figure ci-dessous montre que la droite ne passe que par un seul point du quadrillage dans le quart

de plan positif.



— droite 7x + 11y =100
® seule solution: (8, 4)

y : nombre de jetons de 11

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
: hombre de jetons de 7

o_
= -
N_
w_
x B

Corrigé de I'exercice 8 : PGCD d'expressions dépendant de n

1. On calcule la combinaison 3(2n + 1) — 2(3n + 2) = —1 . Tout diviseur commun positif de
2n +1 et 3n 4+ 2 divisedonc 1 . Autrement dit, on dispose d'une relation de Bézout. Ainsi

Cn+0A(Bn+2) =1,

2.0na n?+n+1=nln+1) +1.Dapreslelemme clé de I'algorithme d'Euclide,
(n24+n+0)AMn+1) =n+1 Al CePGCDvautdonc 1.

3. Oncalcule 2(n +5)—(2Zn+3) =7 .5it d =(n+5)A (Zn +3).Aors g divise
T.Comme 7 estpremier, o vaut 1 ou 7.

4. Si g = T,alors T divise n + 5.Réciproquement,si T divise 7 -+ 5, alors 7T divise aussi

2n+3 =2n+5)—7T,donc d =7.0r T|n+5 équivauta F?]E =2 .

n =
PGCD vaut 7 si et seulement si [?] . Par exemple, pour 1 = 2, ontrouve
1

TAT=T.
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Corrigé de I'exercice 9 : Lemme de Gauss et divisibilité

1. Le nombre 7T estpremier et ne divisepas 5,donc 7 A 5 = 1.Comme 7 divise hn ,le
lemme de Gauss s'applique. Donc 7 divise 7.

2.0na 12 — 92y 3et 35 =5x% 7 ,donc 12 A 35 =1.Si 12z = 35y ,alors 35
divise 12z, et le lemme de Gauss donne & = 35k . Enreportant, 12 x 35k = 35v, donc
y = 12k . Réciproquement, ces couples conviennent. Les solutions sont les couples

(35k,12K), ke Z.

3. D'abord, ﬂ{ﬂ + 1} est pair, comme vu a l'exercice 1, donc le produit est divisible par 2.
Ensuite, on raisonne modulo 3.Si n = 0,alors 3|n.Si n =1, alors
2n4+1=3=0.Si n=2,alors n+1= 0.Dans tous les cas, n{n+1j2n+1)
est divisible par 2 etpar 3.

4. On utilise le corollaire du lemme de Gauss:si a|c, b|cet g Ab = 1,alors ab|c.lci
a =2, h=3et 2A3 =1.Ainsi 6 divise n{n+1)(2n+1) pour tout entier 7.

Corrigé de I'exercice 10 : PGCD et PPCM imposés

1. Ona d{a’ A b’;:l = (da’) A {db'r) —d,et d > 1,donc g/ A B’ = 1.Soit ensuite m
un multiple communde @ et p.Onécrit mm = da’k.Comme i’ divise da’k ,on
obtient b’ | @’k . Par le lemme de Gauss, b |k, donc m est multiple de gg/p’ . Enfin

da'’b’ estun multiple communde @ et p.Parconséquent ;v p — dalb’ -

2. Onpose g = 12a’ et p — 1237, avec g/ A b’ = 1 .D'aprés la question 1,
19a/b’ = 360 .donc /' = 30 = 9% 3 x 5 .Comme 30 n'apas de facteur carré, tout
couple de produit 30 est formé d'entiers premiers entre eux. Les couples {a*’, b’;} sont donc
(1,30), (2,15), (3,10), (5,6) etleurs symétriques. Réciproquement, ils conviennent
tous. Les solutions sont (12, 360), (24,180), (36,120}, (60,72) et les couples
obtenus en échangeant o et §.

3. Deméme, g = 12a/ et j = 195’ avec 4/ A B’ = 1. etla condition devient
al £ =7.Pour 1 <a/ <6,ona a/ A(T—a’)=a/ AT =1,car 7T estpremier.



Tous les couples conviennent donc. Les solutions sont (12, 72}, (24,60), (36,48),
(48,36), (60,24) et (72,12).

Corrigé de I'exercice 11 : Test de primalité

1. Le plus petit diviseur P = 2 de 7 est premier. En effet, un diviseur strict de P supérieura 1
diviserait 7 et serait plus petit que P.Si 7 est composé, on écrit Tt = P gvec m = 2,
Par minimalit¢, ™M > p.Donc n = pm > p2.

2.0na 142 — 195 et 152 — 995 .Si 223 était composé, il aurait donc un diviseur premier
p <14 ,s0it p €42 3,5 711,13}, Oor 223 estimpair; la somme de ses chiffres vaut 7,
donc 3 [Ynmid?] 223 ; il ne se termine ni par 0 nipar 5. De plus,
223 = Tx 3146 =11x 2043 = 13 x 1T 4+ 2. Aucun essai ne réussit, donc 223
est premier.

3. Pour 221, onteste les premiersjusqu'a 14 :ontrouve 221 = 13 x 17.Pour 391, on teste
de mémejusqu'a 19,car 202 = 400 :ontrouve 391 = 17 x 23.Ainsi 221 = 13 x 17
et 391 = 17 x 23.

Corrigé de I'exercice 12 : Décomposition en facteurs premiers
de 2520 et 3780

1. On divise successivement par les petits nombres premiers. D'abord 2520 —= 23 % 315 , puis
315 = 32x 35 et 35 = 5x 7.Ensuite 3780 = 22 x 945, puis 945 = 33 x 35.
Ainsi 2520 = 23x 32x5x7et 3780 =22x33x5x 7.

2. On prend le minimum, puis le maximum, des exposants :

2520 A 3780 = 22x 32 x 5 x 7 = 1260, 2520V 3780 = 29 x 3% x 5 x 7 = 7560.

On vérifie: 1260 x 7560 = 9525 600 = 2520 x 3780 . Le PGCD vaut 1260 etle PPCM
7560 .

3. Un diviseur positif s'écrit 938 57 786 avec 0 < o <3, 0< 8 <2, 6 € {0,1}.Par
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unicité de la décomposition, ces choix donnent des diviseurs distincts. Il y en a
4x3x2dx2=48.

Corrigé de I'exercice 13 : Carrés parfaits et irrationalité

1. Si 5 = m2,alors vp(n) = 2up(m) pourtout P premier, donc tous les exposants sont
_ 2
pairs. Réciproquement, si " = H PE.’B* ,alors . = (H P"_Sf) . L'équivalence est
i 1

démontrée.

2.0na 9590 = 93 % 32 ¥ E % 7.Pourque 92520k soitun carré, il faut que 3 + ’Ugl:k:l,
14+ vg(k) et 1+ ’U?{;@l soient pairs. Ainsi k estmultiplede 2x 5x 7 = 70 .
Réciproquement, 2590 x 70 — 9% % 32 ¥ 52 x 72 . Le plus petit entier est k = 70, et
2520 x 70 = 176400 = 4202.

3. Supposons V6 = a /b avec a,b € N¥.Alors 42 — g2 . En prenant la valuation 2 -
adique, on obtient 2us(@) = 1 + 2u5(b) . Le membre de gauche est pair et celui de droite
impair. C'est absurde. Donc /& est irrationnel.

Corrigé de I'exercice 14 : Valuation p-adique de n! et zéros de
100!

1. Les multiples positifs de pj" sont les ;’Qiﬂj avec k = 1.La condition ﬁgpj < n équivauta
;ggn/pi‘,doncé Eg:_:Ln/pJ‘J,car k est entier. Il y a donc LH/PJJ
multiples de pi’ entre 1 et n,

n

2. Comme la valuation d'un produit est la somme des valuations, ’i'-"p':ﬂ!:' = Z ’Up':m:' . Or
_ m=1
ﬂp{m:l est le nombre d'entiers j = 1 tels que pi‘ | 1. . On compte donc les couples

{m, j:l tels que pi" | s11. . En regroupant selon j, puis en utilisant la question 1, on obtient

vp(n!) = Z Card{m§n|pj|m}= Z {EJ

7
j>1 j>1L7P



La somme est finie, car les termes sont nuls deés que pi" P TR

3. Pour p = 2,ontrouve 50425 4+124+6+34+1=97.Pour ¥ = 5, ontrouve

4, L'écriture se termine par k& zérossi 10k divise 100! et 1p%k+1 ne le divise pas. Or
10% = 2%k 5k divise 100! sietseulementsi k& < 97 et & < 24 . L'entier 100! se
termine donc par 24 zéros.

Corrigé de I'exercice 15 : Calcul de restes par congruences

1. Le nombre 7T est premier et ne divise pas 3. Le petit théoréeme de Fermat donne donc

b — 100 — =24 _
=1 o jp0=6x16+4.dou o =2 =8l fn 81 =11x744.Le
7] 7]

reste vaut 4. La figure ci-dessous montre le cycle des puissances de 3 modulo 7, de période
6.
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30

1
i, / \ .
5 3

| multiplier par 3
modulo 7
v
34 : \ /2 32
6
33

3100 = (39)16 % 34 =4 modulo 7

3 _ 8 = _ S

2. 0na [29] =8=-1 , donc [29] =1 .Ensuite 2026 = 6 x 337 4+ 4. Ainsi

22[]!26 =94 — 1§ = J

- - .Le reste vaut 7.
oEl
2 J— _— 4 pr—
3. Le chiffre des unités est le reste modulo 10 . Or |:T1[]]_ 49 = -1 , donc [710] =1 . Comme
22026 — 52 — g ’
2026 = 4 x 506 + 2, on obtient [1[]] - — 7 . Le chiffre des unités est 9.
1
n . 8=1 . g"=1" =1
4, Ona 93n — 8" et [7] . Par compatibilité avec les puissances, [’?] . Donc
] ]

7 divise 23n _ 1.



Corrigé de I'exercice 16 : Criteres de divisibilité par 9 et par 11

. 10 = 10k =1 —_ .
. Ona ![9] , donc [9] pour tout j . Par compatibilité avec la somme et le produit,
1
= Cp .
9
2. De méme, lfll_ , donc 10% = { 1:] . Ainsi N = z( 1) “k .
1] J11] J11]

3. La somme des chiffres de 123456783 vaut 45 = 5 x 9. Le nombre est donc divisible par 9
.Pour 11,onpartduchifredesunités: 9 -8 +7 -6+ -4 1+3-24+1=5.Le
reste modulo 9 vaut () etle reste modulo 11 vaut 5 :le nombre est divisible par

9, pas par 11.

4, Pour 918082, la somme alternée a partir des unitésvaut 2 -8 +0—-8 +1—-9 = —22.0r
[Ilﬁ]ﬁ =0 .Donc 11 divise 918082. On vérifie d'ailleurs: 918082 = 11 » 83462 .

5. La somme des chiffresvaut 7 4+ x +3 + & = 16 + x . Elle doit étre multiple de 9, avec
0<z <9 Donc 16 4+ x = 18 . Lechiffrecherchéest = = 2 : 7236 = 9 x 804.

Corrigé de I'exercice 17 : Equations de congruence

1. Oncalcule 17 x 19 = 323 = 14 x 23 4+ 1 .Ainsi 19 estuninversede 17 modulo 23.En
multipliant par 19, la congruence équivaut a [:53]: 95 Or 95 =4 x 2343
]

Réciproquement, 17 x 3 = 51 = 2 x 23 4+ 5 . Les solutions sont les fSS]E 3
i

2. La congruence signifie qu'il existe j telque 6x — 4 = 10k, soit 3 — 2 = 5k .Elle
Jr = 2 ax2=0=1

équivaut donc a [5] . Or [5] ,donc 2 estl'inversede 3.O0n obtient
r=4 Les s]olutions sont ;es entiers T =4 ou z =73 On vérifie: 24 et kK4
5] [10] 10 '

sont congrusa 4 modulo 10 .

3. Pour tout entier =z, le nombre &1 — 3 estimpair. Or un multiple de 10 est pair. La
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br =
congruence [1[]] n'a donc pas de solution.
1
ar =c¢ . .
4. La congruence [n] équivaut a l'existence de ¥ telque ax + ny = ¢ . C'estune
1

équation diophantienne. Elle a une solution si et seulementsi o A n divise < .On retrouve
les cas précédents: & A 10 = 2 divise 4, maispas 3.

Corrigé de I'exercice 18 : Systeme de congruences

2
1. Si [gl] ,alors 21 divise x — 2,donc 3 et 7 aussi. Réciproquement,si 3 et 7
]

divisent x — 2, le corollaire du lemme de Gauss s'applique, car 3 A 7 = 1.Donc 21 divise

r =2
1 — 2. Les deux conditions équivalent a [21]
1

21 =1 r=2+4+k r =3
2. Onécrit = = 24 21k.C : . La conditi
nécrit = ;—_ omme. ry] ona 5] a condition g1
équivaut donc a [5]: . Autrement dit, & = 1457 avec 7 £ Z.
1

3. Onobtient = = 2 + 21(1 + 57) = 23 + 1057 . On vérifie :
23 =Tx%x34+2=4x54+43=23x742.Les solutions sont les ﬁﬂfi:] 23 , etla

plus petite solution positive est 23.

Corrigé de I'exercice 19 : Divisibilité de n”7 - n par 42

1. Le nombre 7 est premier. D'apres le petit théoreme de Fermat, E%] =" pour tout entier 7.
b

Donc 7 divise 57 — 5 .

k‘ —

v s , ns =n

2. Modulo 2, le petit théoréme de Fermat donne 5,2 = . Par récurrence, [2] pour tout
1

="

k >1,car pktl — nk v 5 = n2 = 5. En particulier E] .Modulo 3,o0na
1



7T — pn3 3 = pnd =
nd = n.Ainsi Er;] T ATXATXN=NT=T ponc n’ — n estdivisible par 2 et
]

par 3.

3. Comme 2 A 3 = 1, le corollaire du lemme de Gauss donne & | n' — n . Ensuite EAT =1
et 7|n? —n,donc 42|n7 —n. Ainsi 42 divise 57 _ 5 pour tout entier 7.

Corrigé de I'exercice 20 : Une démonstration du petit théoreme

de Fermat

-1 o .
1.Pour 1<k <p-1,o0na }g(iz;) = P[U”?]{i_lﬁfighht?]:‘ .Ainsi P divise k& (i)
.Deplus pAk =1,car P estpremieret 1 < k < p.Le lemme de Gauss donne

PI@)-

2. La formule du bindbme donne

1
(a+1)p:ap+1+:zl(i)ak,

Chaque terme de la somme est multiple de I d'apres la question 1. Donc
(@ + I}P =aPf 4+1
[ 2]

3. On raisonne par récurrencesur a € N .Pour a = 0, I'égalité ¥ — [ convient. Supposons

P = P_,p —
o =0 . Alors {r;;—I—l =0t +l=a+l . Soit maintenant @ £ & quelconque. On
L] [7]
choisit m € N telque & = a 4+ mp > 0.Comme b=a ona a?=bt'=b=a
T ,[_?3'] ' ,[_?3']

.lp pu—

a¥ = a

Ainsi ourtout g = £.
[ 2] P

4. Le nombre P divise gf — g = m:q,i'f’_l — 1} .Si p[\nmid?]a ,alors pAa =1, car

. P l=1
D est premier. Le lemme de Gauss donne [ ] -
1

21'3 =1 . 2340 — {210}34 =1
5. 0na 3210 — — , donc . Ensuite
2 1024 3x 341 +1 ![341] uli ![341]
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n—1 —
Pourtant 341 = 11 x 31 n'est pas premier. La propriété [i] =1 n'entraine donc pas
1

que 7 soit premier.

Corrigé de I'exercice 21 : Infinité des nombres premiers de la
forme 4k+3

1. Unentierestcongrua 0, 1, 2 ou 3 modulo 4.S'ilestcongrua 0 ou 2, il estpair. Un
premier impair est donccongrua 1 oua 3 modulo 4.

Il
—

: _ a.
2. Par compatibilité de la congruence avec le produit, si [‘ﬁ pour tout 3, alors [gl 1
1 i

Le résultat se prouve par récurrence sur le nombre de facteurs.
. . N=-1=3
3. La liste contient 3,donc N = 4 x 3 —1 = 11. Deplus [-‘-l] ,donc I\ est
1

impair. Ses facteurs premiers sont donc impairs. S'ils étaient tous congrusa 1 modulo 4, leur

produit IV serait congrua 1 d'aprés la question 2. C'est faux. Donc [V possede un diviseur
g =3
premier
(4]

4. Par hypothése, g estl'undes F;. Il divise alors 4101 ++« P et IV, donc leur différence 1.
C'est absurde, car g = 3. Il existe donc une infinité de nombres premiers congrus a 3
modulo 4.

Corrigé de I'exercice 22 : PGCD des nombres de Mersenne

1. Ecrivons 1, = dsn etposons r — <9d. La factorisation
g —1=(z -1+ =z +...+ zm1) donne

9" _1 = (24 —1)(1 4 24 4 22 4 4 o(m-1)d)

Donc M j divise M, .



2. Supposons M, premier. Alors M, > 2,donc n > 2.Si n était composé, on écrirait
n = dm avec 2 < d<n.Aors Mg diviserait M, ,avec 3 < M ;< M, , cequi
contredit la primalité. Donc 7. est premier. La réciproque est fausse : 11 est premier, mais
My = 2047 = 23 x 89,

3. On calcule Er{ﬁbg — 1} 192" 1= obg+r _ 1 — M, . D'aprés la question 1, M
divise Mpg ,cequirestevraisi g = 0,car My = 0.0nécrit Mpy = K My, dou
M, = 2" K My + M, . Daprés le lemme clé de I'algorithme d'Euclide,
M ANMp=MpA M,

4. On démontre par récurrence forte sur & € N que M, A My = M, 5 p pourtout a.Pour
b=0,ona M ;A0 =M,=M_,4sp.Pour b > 1,Ilaquestion 3 et I'nypothése de
récurrence appliquéea r < b donnent M A My = MiA M, = Mpa . Or
bAr=anb Ainsi M, A My = M, .Autrement dit, I'algorithme d'Euclide sur les
exposants se reflete sur les nombres de Mersenne.

5.0na 12 A 18 = 6.Donc Mg A Mg = Mg = 63, 0n vérifie: 40395 = 63 x 65 et
262143 = 63 x 4161 ,avec 65 A 4161 = 1.

Point de méthode : pour calculer le PGCD d'une suite d'expressions, cherchez une relation qui imite la
division euclidienne, puis appliquez le lemme ¢ A b = b A r.

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme, un chiffrement RSA

miniature

1.Ona 40 = 923 x 5 ,et 3 nedivisepas 40,donc 3 A 40 = 1.0Oncherche 4 tel que

écé]z L .Or 3x 27 = 81l = 2 x 40 4+ 1. L'inverse est unique modulo 40 . On obtient
1
d = 27.

2. Pour £ = 2,0ona 93 — g8 ,déjainférieura 55.Pour = 7,ona
73 — 343 — 6 % Bk + 13 . Le message 2 estchiffréen & etlemessage 7 en 13.

fl=0==¢
3.0na ed =81 =14+20x 4.Si 5 divise x,alors (5] . Sinon, le petit
]
4 =1 £31:a:x{£4}205£

théoreme de Fermat donne é] — 7 ,donc . Dans les deux cas,
]

5]
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red = ¢

(5]

4. Deméme, 81 =148x10.Si 11|z, les deux membres sont nuls modulo 11 . Sinon,
10 =1 Bl — (z10)8 = ed =
U T X (z ==z el =
et . Ainsi
[11] [11] [11]

5. Les entiers 5 et 11 divisent 58l — 5, et 5 A 11 = 1. Le corollaire du lemme de Gauss
= .3
donne &5 | o8l — & Soit maintenant ¢ le chiffré de =, donc [CSEE 7 Alors
i
c27 = 28l = ¢
[55]
~d modulo 55.

.Comme 0 =< = < 54, le message I est exactement le reste de

6. Oncalcule 1327 modulo 5 : 13 =3, 32 =1 et 27 =4x 643, donc
27 = 33 — —
1340 =37 = 27 = 2 .Modulo 11 : 13 =2, 210 =1et 27 = 204 7, donc

[5]
1327 =97 =128 = 7 0, =7
![11] . On cherchedonc = € {fs%...}, 54 avec 1[11] et

r —=

5]

2,3,4,0,1. Le message déchiffré est r — 7, ce qui confirme la question 2.

. Les candidats T, 18, 29, 40, 51 ont pour restes modulo 5 respectivement

Point de méthode : pour calculer une puissance modulo un produit de deux premiers distincts, on
calcule séparément modulo chaque premier avec le théoreme de Fermat, puis on recolle grace au lemme

de Gauss.
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