Optional

Arithmétique

Exercice 1 :

1-Posons d = pgcd(a,b)

On a si d divise a et d divise b alors d divise b et d divise (a-bq)

Réciproquement : si d divise b et d divise (a-bq) alors d divise (a -bq) +bg = a
2- C'est la relation précédente avec a =5n3—n;b=n42g=>5n2-10n419.

Exercice 2 :
Pour démontrer que n(n+2)(n+4) est divisible par 3, on peut utiliser le principe de récurrence.

1. Vérification initiale :
Pourn=1,0na 1{142}){1+4)=1(3)(5)=15, qui est divisible par 3.

2. Hypothese de récurrence :
Supposons que pour un certain entier naturel k, &{k+2)(k+4) est divisible par 3.

3. Etape de récurrence :
Nous devons démontrer que (k1) ({k+1)+2) (k—+1)+4) est aussi divisible par 3.

Développons cette expression littérale :
(k1) (k+3) (k+5) = (k2 +4k+3) (k+5)

= k3 45k244k%120k43k+15
—k319k2 493k 115

Nous pouvons remarquer que ;g3_|_9;g3_|_23jg est divisible par 3 car chaque terme est divisible par 3.
De plus, 15 est également divisible par 3.

Donc, (k+1)(k+3)(k+5) est divisible par 3.

4. Conclusion :

En utilisant le principe de récurrence, nous avons montré que pour tout entier naturel n, n(n+2)(n+4) est

divisible par 3.

Exercice 3 :
Soit & = PGCD(a ;b) et u = PPCM(a ;b).

On a alors a=da’ et b = 8b’ avec a’ et b’ premiers entre eux.
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On a donc PPCM(a’ ;b’) = a'b’

M = PPCM(6a’ ; db’) = 6XPPCM(a’ ; b') = dxa’'xb’

Ainsi 0L = 82xa’xb’ = dxa’'x 6xb' = ab

Systeme d'équations et arithmétique.

De la relation PPCM(a;b)xPGCD(a;b) = ab,

on déduit a partir de la deuxieme équation du systeme :
3xPPCM(a ;b) = PGCD(a ;b)xPPCM(a ;b)

Donc PGCD(a;b) = 3

Il existe alors des entiers a’ et b’ (premiers entre eux) tels que a = 3a’ et b = 3b’".

En reportant dans la premiére équation, on obtient :

9a’? - 9b’2 = 405
Soit (@’ + b’)(a’ - b") =45
Or 45 = 32x5
On peut donc avoir les 3 systémes suivants :
{aurb“’ — 45 {af+£-.-” —15 {m+b“’ =9
al/—b' =1, al'—b' =3, a/—b' =5,

a'=23etb' =22 a’=9etb' =6 a'=T7eth' =2

D’ou (a ;b) = (66 ;69) ne convient pas car d’ou (a ;b) = (42 ;6)
9 et 6 ne sont pas premiers entre eux

Les couples solutions du systeme sont donc (42 ;6) et (66 ;69).
Exercice 4 :
Pour résoudre le systéme d'équations donné, nous allons utiliser une approche par factorisation.
Equation 1: g2_p2— 408
Cette équation est une différence de carrés, donc nous pouvons factoriser le c6té gauche en utilisant
lidentité a2—b? = (a+5)(a—b):
(@+b) (a—b) =405
Equation 2: 3x ppcmia,b)=ab

La ppcm (plus petit commun multiple) de deux entiers a et b est le plus petit multiple commun a ces deux
nombres.



Maintenant, nous allons résoudre le systéme d'équations en utilisant la factorisation de I'équation 1.
(@ + b)(a-b) =405

Pour simplifier les choses, nous allons noter (a + b) comme x et (a - b) comme y:
xy = 405

Ensuite, nous pouvons exprimer la deuxieme équation en termes de x et y:

3x ppem(z+y) [ 2(e—y) /2= (z+y) /2 (z-v)/2)

Simplifions cette équation en mettant tout sur un seul coté:

(z+y)/2x (z-y) /2-3% (z+y)/2)x (z-y)/2) =0

Donc, nous avons maintenant le systeme d'équations suivant:
Xy = 405
(+y)/2x (z—y)[2-3% (@+y) /2% (z-y) /2) =0

En résolvant ce systeme d'équations, nous obtiendrons les valeurs possibles pour x (a + b) ety (a - b).

Comme 405 = 3*3*3*5*9, nous pouvons essayer différentes combinaisons de diviseurs de 405 qui
multiplient pour donner 405. Les paires possibles de diviseurs comprennent: (1, 405), (3, 135), (5, 81), (9,
45).

Nous pouvons utiliser ces paires pour résoudre les équations.

1. Lorsque x =405ety =1:
(@+b)=405et(a-b)=1
En résolvant ce systeme, nous obtenons a = 203 et b = 202.

2. lorsque x =135ety = 3:
(@+b)=135et(a-b)=3
En résolvant ce systeme, nous obtenons a = 69 et b = 66.

3. Lorsquex =8lety=5:
(@+b)=8let(a-b)=5
En résolvant ce systeme, nous obtenons a = 43 et b = 38.

4. Lorsquex=45ety=9:
(@+b)=45et(a-b)=9
En résolvant ce systeme, nous obtenons a = 27 et b = 18.

Donc, les solutions dans N pour le systéme d'équations sont :
(a, b) = (203, 202), (69, 66), (43, 38), (27, 18).

Exercice 5 :
1) (a24202)? = at 44022 4b?
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2) at+4b?=(a2420%)?—4020% = (024202 +20b) (a2+2b%-2ab)
ad+4b% =[a+b)?+b2][[a—b)2+b2]
(r;;—|—b)2—|—bg >4 et (a,—bjg—}bg >4 cara et b sont supérieurs ou égaux a 2.
a-i_|_4b‘4 est le produit de deux entiers supérieurs strictement a 1.

Donc g% _|_4b4 n'est pas un nombre premier.

Exercice 7 :

1. Démonstration de (£3—1y3) = (z—y)(2+zy+y?)

Nous pouvons utiliser l'identité factorielle pour les cubes parfaits, qui dit que

ad_p3 = (a—b) {aE—I—ab—i—bg} .
Posonsa=xetb =y.

Alors:
(23-y8) = (e—y) (224 zy+y?).

Donc, l'identité (£3—1y3) =(z—y)(x2+zy+y?) est démontrée.
2. Résolution de I'équation x~3 - y~3 = 127 ou les inconnues sont des entiers naturels :
Nous voulons trouver des entiers naturels x et y qui satisfont I'équation x*3 - y~3 = 127.

En utilisant l'identité factorielle démontrée précédemment, nous pouvons réécrire I'équation comme suit :
(X-y)(x™2 + xy + y™2) = 127.

Puisque 127 est un nombre premier, cela signifie que les seules facons d'exprimer 127 comme produit de
deux facteurs est 1 * 127 ou -1 * -127.

Nous devons alors trouver des valeurs possibles pour x - y et x*2 + xy + y”~2 qui donnent 127 lorsque
multipliées.

En testant différentes valeurs possibles pour x - y, nous pouvons trouver des paires (x, y) qui satisfont
I'équation. Voici quelques-unes des paires possibles qui donnent 127 :

(z—y, 224y +y?) = (1,127)
Dans ce cas, nous pouvons résoudre les équations :
z—y=1

:ng—i—:r,y—l—y2 =127



En résolvant ces équations, nous obtenons les solutions suivantes :
(x,y) = (6, 5) et (x,y) =(-20, -21)

{$_y1$2+$y+y2) = {_11_12T:‘
Dans ce cas, nous pouvons résoudre les équations :
r—y=-1

i oytyd=—-127

Cependant, nous recherchons des solutions dans les entiers naturels, donc ces paires ne sont pas valables.

Donc, les solutions entiéres naturelles de I'équation x3—y3 =127 sont:
(:t?,y} = (E!E}Etliﬁay} - (_ED:_ZU'

Exercice 8 :

Pour démontrer que le couple (g, r) est unique, nous allons utiliser la méthode de contradiction.

Supposons qu'il existe deux couples (g1, rl) et (g2, r2) qui satisfont les conditions du théoreme de la
division euclidienne pour a et b.

Cela signifie que nous avons :

a=bgl+rlet0=rl=<|b|

a=bg2+r2et0=r2=<|b|.

Nous allons montrer que ql = g2 et rl = r2.

1. Montrons que ql = g2 :
En soustrayant I'équation (a = bgl + rl) de I'équation (a = bg2 + r2), nous obtenons :
0=Db(g2-ql) + (r2 -rl).

Puisque 0 < rl, r2 < |b|, cela signifie que |r2 - r1| < |b|.
De plus, puisque b(g2 - q1) est un multiple de b, |b(g2 - q1)| est également inférieur ou égal a |b|.

Donc, nous avons |b(g2—gl)+(r2—r1)| < |b|]+|b| = 2|
Cela signifie que la différence (g2 - q1) est un entier dont la valeur absolue est inférieure ou égale a 2.

Mais comme ql et g2 sont tous les deux des entiers, il n'y a que trois possibilités pour leur différence (g2 -
ql):-2,0,0u 2.
Cela implique que g2 - q1 = 0, ce qui signifie que ql1 = g2.

2. Montrons que rl =r2:
En utilisant I'égalité q1 = g2, nous pouvons réécrire I'équation (a = bgl + rl) comme suit :
a=Dbqg2 +rl.

En soustrayant I'équation (a = bg2 + r2) de cette nouvelle équation, nous obtenons :
0=1(rl-r2).
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Puisque rl et r2 sont tous les deux des nombres naturels, cela signifie que rl - r2 = 0 et donc rl = r2.

Ainsi, nous avons montré que si deux couples (g1, rl) et (g2, r2) satisfont les conditions du théoreme de la
division euclidienne pour a et b, alors q1 = g2 et r1 = r2.

Cela implique que le couple (q, r) est unique.
Exercice 9 :

1. Pour exprimer p~2 en fonction de n et g, nous élevons au carré les deux cotés de I'équation sqrt(n) =
p/q :
2__ B2
(va)*=(7)

22
Cela donne 1 —= 5
)

En multipliant les deux cétés de cette équation par ™2, nous obtenons :
nx ql=p?.

Donc, pg =nx qg :
2. En utilisant la décomposition en facteurs premiers, nous pouvons écrire n, p et q de la maniere suivante

n=plilx p292x .x pkak
p=plblx p2b2x . .x pkb*
g = plclx p2¢2x .. .x pkek

ou les pi sont des nombres premiers distincts et les ai, bi, ci sont des entiers positifs.

En substituant ces expressions dans I'équation p~2 = n * q”2, nous obtenons :
(p1blx p2b2x .x pkb%)2=(plalx p2a2x .x pk®)x (plclx p2¢2x ..x pktk)?

En simplifiant cette équation, nous obtenons :

p10281)x p2(262)x ..x pkl2bk)
_ pl{al-l-ﬁr:l]x pg(aﬁ-l-ﬁcﬁjx oy pk(ak—i-ﬁckj

Cela signifie que pour chaque pi, les exposants des facteurs premiers correspondants doivent étre égaux.

Maintenant, supposons qu'il existe un pi, par exemple pl, dont I'exposant de p dans p”2 est différent de
I'exposant correspondant de pi dans n * g™ 2.

Ce serait une contradiction avec le fait que tout entier naturel admet une décomposition unique en produit
de facteurs premiers.



Par conséquent, les exposants des facteurs premiers dans la décomposition de n sont les mémes que les
exposants des facteurs premiers dans la décomposition de p~2.

3. En conclusion, si 7. est un nombre rationnel, alors nous pouvons I'exprimer sous la forme p/q, ou p et
q sont des entiers avec pgcd(j},q} =1.

En utilisant cette expression, nous avons montré que pz =nx qz et que les exposants des facteurs
premiers dans la décomposition de n sont les mémes que les exposants des facteurs premiers dans la

décomposition de  p2 .

Cela signifie que si n est le carré d'aucun entier, alors les exposants des facteurs premiers dans la
décomposition de n doivent tous étre pairs.

4. Pour démontrer que sqrt(2) + sqrt(3) n'est pas un nombre rationnel, nous allons utiliser la méthode de
I'absurde.

Supposons que \/EE}—I—\/ES} est un nombre rationnel, c'est-a-dire qu'il peut étre exprimé sous la forme
p/q ou p et g sont des entiers avec pgcd(p,q)=1.

En élevant au carré les deux c6tés de I'équation, nous obtenons :

e
(V2+3)*=(g)*
Cela donne 2+2v6+43 = p? /g2

En simplifiant cette équation, nous obtenons :
5+2v6 = p? /g2

Cela impliquerait que V6 est un nombre rationnel, ce qui est une contradiction avec le fait que V6 ne peut
pas étre exprimé sous la forme p/q ou p et g sont des entiers avec pgcd(p,q)=1.

Par conséquent, nous avons montré que 23 n'est pas un nombre rationnel.

Exercice 11 :
Nous allons démontrer cette égalité par récurrence.

Pour n = 1, I'équation devient :

3 (<) = (1)) =1
EF=1
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(=DMW+D)-1

De plus,
P 4

_?1 , ce qui est égal a -1.

Donc la formule est vérifiée pour n = 1.

Supposons maintenant que la formule soit vraie pour un certain entier k, c'est-a-dire :

k g, (—DFQE+D—1
> (k= 2
k=1
Nous allons montrer que la formule est également vraie pour n = k+1.

k+1
Considérons I'expression Z {—l)kﬁ: . On peut la réécrire comme :
k=1

3 ()t (<) (k)
E=1

k k
—1)*(2k+1)—1
D'apres notre hypothese de récurrence, nous savons que Z {—l)kk = (=DX ] ) , hous

k=1

pouvons donc réécrire I'expression :

ECRY _
(CDGEEDL |yt ()

Simplifions cette expression :

C(—DFEHD)—14H(—DF I (k41)-4

4
(= DF2EHD—14H(—DF( 1) (k+1)
= z
(= D*2E+D)—1—(—1)*(k+1)
= z
(= DR2E+)—(—1¥(E+1)—1
= z
C(=DRk41—k—1)-1
= 4
(—1)F(E+1)—1
= 4
(—1)F 1 E4+1)—1
= 4

On a donc montré que si la formule est vraie pour n = k, alors elle est également vraie pour n = k+1.

Ainsi, la formule est vérifiée pour tous les entiers n %5Cgeq 1, par récurrence.



Exercice 12 :

Nous allons démontrer cette inégalité par récurrence.

Pour n = 0, I'inégalité devient (1-|-$:|D >140r=1.

L'inégalité est vraie pour n = 0 car {1-|-:;:}U —1 estégal al.

Supposons maintenant que l'inégalité soit vraie pour un certain entier k, c'est-a-dire :
(14z)f > 1+kz

Nous allons montrer que l'inégalité est également vraie pour n = k+1.

Considérons I'expression {1-|-:1:}k+1. On peut la réécrire en utilisant la formule du bindme de Newton :
(142 T = (1+2)*x (1+2)

D'apres notre hypothese de récurrence, nous savons que |:1—|—;[‘;:lk = 1+4kx . Nous pouvons donc
réécrire |'expression :

(142 1> (1+kD)x (1+2)
Simplifions cette expression :

{1—|—;E:Ik+l >14rtkrtkz?
(142 T > 14 (k+ Dz 4 kz?

Puisque x est un réel positif, kx"~2 est également positif. On peut donc écrire :
(142 > 14+ (kD)2
On a donc montré que si I'inégalité est vraie pour n = k, alors elle est également vraie pour n = k+1.
Ainsi, I'inégalité est vérifiée pour tous les entiers 7 = 0 , par récurrence.
Exercice 13 :
1. La contraposée de la proposition précédente est :
Si n est impair, alors n2_1 est divisible par 8.

2. Pour prouver la contraposée, nous supposons que n est impair, c'est-a-dire n = 2k + 1 pour un certain
entier k.
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Nous devons maintenant montrer que 21 est divisible par 8. Nous remplacons n dans I'expression
n”~2-1 pour obtenir :

(2k+1)%—1 = 4k24ak+1-1=4k2+4k.

Nous voyons que 4k2 est un multiple de 8, car k™2 est un entier. De plus, 4k est également un multiple
de 8, car 4k = 2(2k), ou 2k est un entier.

Ainsi, nous pouvons écrire p2_1 = 4};34—4;@ comme 8m, ol m est I'entier {Eg3+ﬁg} .
Cela montre que si n est impair, alors y2—1 est divisible par 8.

3. A partir de cette démonstration par contraposée, nous pouvons en déduire que si y,2—] n'est pas
divisible par 8, alors n n'est pas impair.

Autrement dit, si n est impair, alors p2_1 est divisible par 8.

Cela signifie que si I'entier #,2_1 n'est pas divisible par 8, alors I'entier n est pair.
Exercice 14 :

Nous allons démontrer cette affirmation par récurrence.

Pour n = 0, nous avons [x].

Comme 0 est un multiple de 3, I'affirmation est vraie pour n = 0.

Supposons maintenant que I'affirmation soit vraie pour un certain entier k, c'est-a-dire que [*] est un
multiple de 3.

Nous allons montrer que I'affirmation est également vraie pour n =k-+1 .

Considérons I'expression {Eg-|—1j3—(ﬁg-|-1) . En développant cette expression, nous obtenons :

(k41 (F+D)

= k®43k243k+1—(k+1)
— k343k243k—k

= k343k2 42k

Par hypothése de récurrence, nous savons que [x] est un multiple de 3.

Nous pouvons donc écrire :

k3 _j — 3m , OU m est un entier.



En remplacant cette expression dans {,fg-|-1}3—{}g-|-1} , NOUS avons :

(k+1)° (k1)

= (3m+k)+3k?+2k
=3m+3k2 43k
=3(m—+k2+k)

Nous voyons que {k+1}3—{}g—|—1j est un multiple de 3, car il peut étre écrit sous la forme 3(n), ou n est

I'entier (m—|—ﬁ<;2—|—k] .

Ainsi, nous avons montré que si I'affirmation est vraie pour n = k, alors elle est également vraie pour n =
k+1.

Par conséquent, I'affirmation est vérifiée pour tous les entiers n = 0, par récurrence.
Exercice 15 :

1. Pour développer I'expression (ﬂ,—|—1}5, nous utilisons la formule du binbme de Newton :
(n+1)% = C(5,0)x nB+C(5,1)x ntx (11)+C(5,2)x n3x (12)+C(5,3)x n2x (13)+C(5,4)x nlx (14)4+C(5,5)x (15)

Les coefficients binomiaux C(5,k) sont donnés par les coefficients du développement du binéme :

c(50)=1
c(51)=5
c(52)=10
C(53)=10
C(54)=5
c(55)=1

En substituant ces coefficients, nous obtenons :
(n+1)° = nB+5n%4+10n3+10n2+5n+1

2. Maintenant, pour démontrer que pour tout entier 7 > D,n5—n est un multiple de 5, nous devons
factoriser I'expression n5_s :

no—n = (n-n(n?4+n+1)
Il suffit maintenant de montrer que I'un des facteurs (n-1), n ou I:ﬂ2—|-ﬂ-|-1:l est divisible par 5.
Pour n = 0, nous avons n = 0 et N5 - n = 0 qui est divisible par 5.

Supposons maintenant que pour un certain entier k = 0, k™5 - k est divisible par 5.
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Considérons le casde n =k-+1 :

(n+1)°~(n+1)

= (k+1)°—(k+1) = k5455 +10k3+10k2 4Bk +1-k—1
= k5 —k45(kt 42k 42k24k)

= (kS —K)+5(k(k3+2k242k+1)

Par hypothése de récurrence, nous savons que ;95_;9 est divisible par 5.
De plus, le second terme S{k{kg—i—ﬁkg—i—ﬁk—l—l}} est également divisible par 5, car k est un entier.

Ainsi, nous avons montré que {n—|—l}5—(n—|—1} est divisible par 5, ce qui implique que n%_—n est
également divisible par 5 pour tout entier n = 0.

Par conséquent, n5_s est un multiple de 5 pour tout entier n = 0.

Exercice 16 :

L 3 f.rﬂ(fn—i—ljl2 - )
1. Pour montrer que 5 = Z ke = — g4, hous pouvons utiliser la methode de la somme

k=1
télescopique.

Considérons la différence §— ¢ ou S' est la somme suivante :
n—1
5= (k+1)°
k=0
Nous pouvons développer (Eg-|-1:|3 comme suit :

(k+1)% = k343k243k+1

Remarquons que chaque terme de cette expression est présent dans la somme S. Cependant, le dernier
terme (1) n'est pas présent dans S. Pour compenser cela, nous pouvons soustraire la somme S' de S et

obtenir :

5-5'=(13423433 4. +n3) (034134234 4+ (n—1)%) = n3
Ainsi, nous avons §_g/ — 3.
Maintenant, réorganisons cette équation pour trouver S en fonction de S' :

§=8"4n3



La somme S' peut étre simplifiée en utilisant la formule de la somme des premiers carrés :
S/ =(124224324.+n2)
La formule pour la somme des premiers carrés est donnée par :

n(n+1)(2n+1)
14224324 4n2= z

Nous pouvons donc écrire :

n(n+1)(2n+1)
s = =

En remplacant cette expression dans la formule pour S, nous obtenons :

G n(n-l—l)ﬁ(?n+1}l+ﬂ3

Simplifions cette expression :

o n(n+1)(2n+1)+6n3

)

2nd43nd4n4bnl

S = 6
3 2

g — Bn —I—%n +n

n2(n+1)
S=—g—"

7 n2(n+1)2

Nous avons donc démontré que ¥n EN',5 = Z k3= —z .

k=1

2. Pour trouver la valeurde 4 =134+9231331 1102, nous pouvons utiliser la formule que nous
avons démontrée dans la question précédente :

10 102(104-1)°
sy i A

YOReT
A= 10 411
A =3025
Donc, A = 3025.
Exercice 17 :
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Pour montrer que pour tout entiern = 0, 53—y, est un multiple de 3, nous pouvons utiliser une
démonstration par récurrence.

1. Vérification de la propriété pourn =0:
Pourn=0,0ona (Q3—(=0, quiestun multiple de 3.

2. Supposons que la propriété est vraie pour un certain entier k = 0, c'est-a-dire que [x] est un multiple de
3.

3. Montrons que la propriété est également vraie pour k+1 :
(k41— (k+D)

= k343k243k+1-k-1

= k% —k+3k%43k

= (k3—k)+3k(k+1)

Par hypothése de récurrence, [x| est un multiple de 3.
De plus, 3k(k+1) est également un multiple de 3, car k et k+1 sont tous deux des entiers.
Ainsi, nous avons montré que {k+1}3—{k—|—1} est un multiple de 3.

Par conséquent, par le principe de récurrence, nous pouvons conclure que pour tout entier 7 = D,n3—ﬂ
est un multiple de 3.



