Cours de maths sup

Applications linéaires

I. Applications linéaires : définitions et premiers exemples

Dans tout le chapitre, [ désigne [ ou C,et £, F', (G sontdes [K-espaces vectoriels. Une
application linéaire est une application qui respecte les deux opérations d'un espace vectoriel. Autrement
dit, elle transporte les combinaisons linéaires de & en combinaisons linéaires de F' . C'est I'objet
central de I'algebre linéaire.

1. Définition et vocabulaire

Définition :

Une application f:E — F' estlinéaire si, pourtous =,y € E ettout A € K,

fle +y) = flz)+ f(y) et f(Az) =X f(z)

Onnote L{F, F') I'ensemble des applications linéaires de B dans F' . Une application linéaire
de F dans E estun endomorphisme ; leur ensemble est noté L{F). Une application
linéaire bijective est un isomorphisme. Un endomorphisme bijectif est un automorphisme.

En pratique, on vérifie les deux conditions d'un seul coup. En effet, [ est linéaire si et seulement si
fhz+v) = A flz) + fly) pourtous z,¥ € B et X € K. De plus, une application linéaire
vérifie toujours  f(0g) = 0 ,car f(0g) = f0-0g) =0-f(0g).
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L'application f:R? — R2, (z,v) = (2= + v,z + ) estlinéaire. Ses coordonnées sont en

effet des combinaisons linéaires de x et ¥, sans terme constant ni produit. De méme, la dérivation
. P — P’ estunendomorphisme de K[X].Enfin, latrace M — tr(M) est linéaire de
M, (K} dans K.

Enrevanche, (z,vy) — (r +1,y) n'est pas linéaire, car Iimage de {0, 0) n'est pas nulle. De
méme, (z,vy) — Ty nelestpas:limagede 2{1,1)vaut 4 etnon 2.

2. Structure de L(E, F)

Proposition :

L'ensemble L{E, F} est un sous-espace vectoriel de I'espace des applications de & dans F'.
La composée de deux applications linéaires est lindaire : si f € L{E, F)et g € L(F G),
alors go f € L{E,G).Enfin, la réciproque d'un isomorphisme est linéaire.

Démonstration :

Montrons seulement le dernier point. Soit  f : B — F' un isomorphisme. Soient Y, y' € F' et
A € K .Posons 1 = f_l{y) et © = f_l{yf} . Par linéarité,
flrz 4+ =) = Xy + y'. Par conséquent,

F A v+y) =do+o/ =2y + ).

3. L'anneau L(E) et le groupe linéaire

Muni de I'addition et de la composition, L{E') est un anneau, d'élément neutre id g . On note fk
la composée de k copiesde |, avec f':' = 1d r . Cet anneau n'est pas commutatif des que



dim E > 2 .l n'est pas intégre non plus : on peut avoir fog = 0 avec f ?‘3 0 et g ?é 0.

Définition :

Le groupe linéaire GL(E} est I'ensemble des automorphismes de Ef . C'est le groupe des
éléments inversibles de I'anneau L{F'}, pour la composition.

Comme I'anneau n'est pas commutatif, les identités remarquables demandent des précautions. Ainsi,
(f + g)g = fg + fog+gof+ g2.Laformule dubindme ne s'applique quesi f et &
commutent. Un polyndme annulateur permet souvent de montrer l'inversibilité : si
f2-3f +2idg = 0.alors foi(3idg — f) = idg. donc f € GL(E).

Il. Noyau, image et sous-espaces associés

1. Image directe et image réciproque

Proposition :

soit f € L(E,F).Si E' estunsous-espacede K ,sonimage directe f{E’) estun
sous-espacede F'.Si  F/ estunsous-espace de F',son image réciproque
T E
f—l(Fr’) = {:| (o) € F{’} est un sous-espace de & .

Démonstration :
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Dabord, O = f(0m) € f(E'). Ensuite, soient f(z) et f(x/) deux élémentsde fF(E')

et A€ K.Aors Aflz)+ f(e!) = f(hz +x!),avec Az +x/ ¢ E'. Pourlimage

réciproque, ona f(0g) = O € F/ . Deplus,si f(x) et f(x/) sontdans g/, alors
faz 4+ =X flo) + fleh) € P

La notation f_l(F") a un sens méme si f n'est pas bijective. Elle désigne un ensemble
d'antécédents, et non l'image par une réciproque.

2. Noyau et image

Définition :

Soit f € L(F, F).Lenoyaude f est ker f = f1({0p}) = {z € E|f(x) = 0p}.
L'imagede f est Im f = f({F).D'aprés la proposition précédente, ker f est un sous-
espacede F et Im f estunsous-espacede F .

Le schéma ci-dessous résume la situation. Les vecteurs du noyau sont tous envoyés sur 0 . L'image est
la partie de F' effectivement atteinte ; elle peut étre strictement plus petite que F' .

Im f

o
o atteint



Théoreme :

Soit f € L{E, F).Alors [ estinjective sietseulementsi ker f = {0g}.Deméme, f
est surjective si et seulementsi Im f = F'.

Démonstration :

Si f estinjectiveet f(x) = 0 = f(0g), alors = = 0f . Réciproquement, supposons
ker f = {0g}.si flz) = f(«’), alors f(z —z') = O parlinéarité. Donc
x —x! € ker f, c'est-a-dire & = x/.Le second point est la définition de la surjectivité.

3. Calculer un noyau et une image

Méthode :

Pour le noyau, on résout le systeme f{x} = 0 et on écrit les solutions comme un sous-espace
engendré. Pour I'image, on utilise une famille génératrice I:E*l, Cey En:l de F :onaalors

Im f = Vect(f(eq),-- - f(en)) .l reste & extraire une base de cette famille. Enfin, le
théoréme du rang permet de controler les dimensions obtenues.

Soit f:R® = R3, (z,v,2) = (£ + vy, ¥+ 2 7 — 2). Le noyau s'obtient en résolvant
r+y =0, y+z=0e £ —2z=0.0ntrouve T = —Y et # = —Y, donc
ker f = Vect((1, -1, 1)).

Ensuite, les images de la base canonique sont (1,0,1), (1,1,0) et (0,1, —1) . La troisiéme est la
différence des deux autres. Ainsi, Im f = Vect((1,0,1), (1,1, 0}, qui est le plan d'équation
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I a—b—c=0.

Comme le montre la figure ci-dessous, le noyau est une droite et I'image est un plan de [R=3.La somme
des dimensions vaut bien 1 4+ 2 = 3. Nous verrons que ce n'est pas un hasard.

Kerf=Vect(l, —1,1)

Imf:plana—b—-c=0

lll. Projecteurs et symétries

Les projecteurs et les symétries sont les endomorphismes géométriques les plus importants. lls reposent
sur une décomposition de & ensomme directe £ = F' & . Tout vecteur x s'écrit alors de fagon
unique £ = Tm + T, avec T € F et £, € G,



1. Définitions géométriques

Définition :

Soient F' et (& deux sous-espaces supplémentaires de F! .La projection sur F
parallelement a (G estl'application P:% = T + £~ —* T v La symétrie par rapport
a F parallelementa G estlapplication $:T = T+ Ty — T — LTy,

La figure ci-dessous illustre ces deux constructions dans le plan. On trace par 1 la parallelea & :elle
coupe F' en p{u).Ensuite, s{u) estlesymétrique de u parrapportd p{u), c'est-a-dire
s(u) = 2plu) —u.

s(u)

—— F (base de la projection)
— (G (direction)

-2 -1 0 1 2 3 4
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La projection I sur F' parallelementa (& estunendomorphisme de & qui vérifie
pop=7p.Deplus, Imp = F = ker(p—idg) et ker p = G . La symétrie associée
vérifie s = 2p —idg et s os = idg . En particulier, 5 est un automorphisme et

s—l=s.

2. Caractérisation algébrique

La réciproque est le résultat le plus utilisé. Elle permet de reconnaitre un projecteur par un simple calcul.

Théoreme :

Soit p € L(F) telque P°P = P (onditque P estun projecteur). Alors
E =1Im p&ker p,et P estlaprojectionsur Im p parallélementa ker p. De plus,
Imp = ker(p —idg).

De méme, si s € L(E) vérifie sos = 1idg , alors E = ker(s —idg) @ ker(s +idg)
. Ainsi, 5 est la symétrie par rapport & ker(s — id ) parallélementa ker(s +id g ).

Démonstration :

Traitons le projecteur. D'abord, si ¥ € Im p, écrivons y = p{z} . Alors

p(y) = p2(z) = p(z) = y .Donc Im p C ker(p —idg), et linclusion inverse est
immédiate. Ensuite, soit € ker p N Im p :ona = = p{z) = 0.Enfin, tout = s'écrit

z = p(x) + (x — p(x) . Or plz — p(&)) = plr) — p2(x) = 0.La somme est donc directe
etégaled F ,et P envoie T sursacomposante p(z).

Pour la symétrie, on pose p = %{5 + id g ) - Un calcul donne




pd = %(32 +2s+idg) = %{3 +idg) = p-On applique alors le cas précédent, avec
ker p = ker(s +idg).

Méthode :

Pour montrer qu'un endomorphisme I est un projecteur, on calcule P © I etonle comparea I.

Pour donner ses éléments caractéristiques, on détermine Im p enrésolvant p{z) = =, puis
ker p enrésolvant p(xr) = O.Pour une symétrie, on vérifie s o s = id g , puis on résout
s(z) =z et s(x) = —=x.

Soit p:{r,y) = (—x —2y,x 4+ 2y) sur R2.Oncalcule p{p(zr,v)) .La premitre
coordonnée vaut —(—x — 2y) — 2(z + 2y) = —x — 2y . La seconde vaut
(—z —2y)+2(xr +2y) = £ 4+ 2y.Donc P°P = P . Ensuite, p(x,y) = 0 équivauta
£ = —2y,dot ker p = Vect((2, —1)). Enfin, p(z,y) = (z,y) équivautd = +y =0
,d'ot Im p = Vect((1, —1)) .

IV. Applications linéaires en dimension finie

1. Détermination par l'image d'une base

Théoreme :

Soit I:E‘l, Cey En:l une basede K et l:fl, R fn:l une famille quelconque de vecteurs de
F' . ll existe une unique application linéaire  : & — F' telle que UI:E‘E-} = fi- pour tout
3 . Elle est donnée par
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Démonstration :

Pour l'unicité, une telle  vérifie nécessairement la formule, par linéarité. Pour I'existence, la
formule définit bien une application, car la décomposition dans une base est unique. On vérifie
ensuite directement qu'elle est linéaire et qu'elle envoie €; sur f@' :

La figure ci-dessous montre l'effetde (z,y) — (2z + v, £ + v) . Lesimagesde €1 et €7
suffisent a connaftre I'image de tout le quadrillage : le carré unité devient un parallélogramme.

2
€2
1 4
0 >
€1
0 2 0 2
espace de départ espace d'arrivée

Avec les notations du théoréme, % est injective si et seulement si l:fl, S fn:l est libre. Elle est
surjective si et seulement si cette famille est génératrice de F'. Enfin, 1 est un isomorphisme si et
seulement si {fl, C ey fnj.l estune basede F'.




Méthode :

Pour construire une application linéaire ayant un noyau ou une image imposés, on choisit une
base adaptée. Par exemple, pour obtenir ker ws = K et Im w = I, oncomplete une base
(El, cy Ek:' de K enunebasede FI.Onenvoieensuiteles €; de K sur 0,etles

autres vecteurs sur une base de I . Cela n'est possible que si dim & —dim K = dim 1.

2. Espaces isomorphes et dimension

Théoreme :

Deux espaces de dimension finie sont isomorphes si et seulement s'ils ont la méme dimension. En
particulier, tout [ -espace de dimension 7. estisomorphea K™ .

Démonstration :

Un isomorphisme envoie une base sur une base, donc conserve le cardinal des bases.
Réciproquement, si dim & = dim F = n , on choisit une base de chaque espace. L'application
linéaire qui envoie la premiere sur la seconde est un isomorphisme, d'aprés la propriété précédente.

Théoreme :

Si F et F sontdedimension finie, alors L(E, F') I'est aussi, et

dim L(E, F) = dim E x dim F
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Démonstration :

Soit I:E‘l, .. €p) unebasede F,et p = dim F'.D'aprés le théoréme de la base,
lapplication % —+ (u(ey},. .., ulen]) estune bijectionde L(E, F) sur @™ .Elle est de plus
linéaire. Par conséquent, L(F, F') estisomorphea F™, quiest de dimension 7P .

Les espaces R3[X ], My(R) et R4 sonttous de dimension 4, donc isomorphes. De méme,
dim £(R3,R%) = 6, et dim £(R") = n2.

V. Le théoreme du rang

1. Rang d'une application linéaire

Définition :

Soit f € L(E, F)avec E dedimension finie. Le rang de f estla dimension de son image :
rg f = dimIm f.Ssi I:El, .. €n) estunebasede E , c'est aussi le rang de la famille
(fley)- -+ flen) .Enparticulier, rg f < dim E et si F est de dimension finie,
rg f <dimF .

Propriété :

Le rang est invariant par composition avec un isomorphisme. Si - f/ — FI et
w: F — F' sontdesisomorphismes, alors rg{we fov) =rg f.




Démonstration :

Comme v estsurjective, Im(f ov) = fW(E') = f(E) = Im f .Ensuite, w induit un
isomorphisme de  Im f sur w(Im f) = Im{w o f) .Orunisomorphisme conserve la
dimension.

2. Forme géomeétrique et théoreme du rang

Théoreme :

soit f € L(E,F)et S unsupplémentairede ker f dans E .Alors la restriction [|S
induit un isomorphisme de  § sur Im f . C'est |la forme géométrique du théoréme du rang.

Démonstration :

Notons g:S5 — Im f, = — f(x).Elleestlinéaire. D'abord, ker g = S Nker f = {0},
donc g estinjective. Ensuite, soit y = f{z) dans Im f .Onécrit = = k + s avec
kckerfet s&§.Aors y= flk)+ f(s) = g(s). Donc 9 est surjective.

Théoreme :

(Théoréme du rang.) Soit F de dimension finieet f € L{F, F'}. Alors

dim & = dim ker f +rg J.
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Démonstration :

En dimension finie, ker f admet un supplémentaire § ,et dim E = dim ker { +dim 5.
D'aprés la forme géométrique, § estisomorphea Im f .Donc dim § = rg f , ce qui
conclut.

Le théoréme ne dit pas que B = ker f @ Im f . D'ailleurs, cette égalité n'a de sens que pour
un endomorphisme, et elle est souvent fausse. Par exemple, la dérivation sur IRl[X] a pour noyau
et pour image la méme droite Rg[X].

Soit w:R3[X] = R, P — P(1).Elleestlinéaire et non nulle, donc de rang 1. Par
conséquent, le théoréme du rang donne dim ker ¢ = 4 —1 = 3. Ainsi, les polynémes de degré
au plus 3 quis'annulenten 1 forment un espace de dimension 3. Une base est

(X —1, X(X —1), X2(X — 1)), famille libre car échelonnée en degré.

VI1. Conséquences en dimension finie

1. Injectivité, surjectivité, bijectivité

Corollaire :

Soit f € L£L(B, F),avec dim E = dim F' = n finie. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes : [ estinjective; f estsurjective; f estunisomorphisme. En particulier, pour un
endomorphisme f de H de dimension finie, f € GL{E) sietseulementsi ker f = {0}.




Démonstration :

D'aprés le théoréme du rang, ker f = {0} équivauta rg f = n.0or Im f estun sous-
espace de F',dedimension n.Donc rg f = n équivauta Im f = F'.

Méthode :

Pour prouver qu'un endomorphisme en dimension finie est bijectif, on montre seulement qu'il est
injectif : on prend = tel que f(x) = 0 etonprouve x = 0. On obtient alors, sans aucun calcul,
'existence et I'unicité d'une solution & toute équation f{z) = b.

Soit @w:Ry[X]| = Ruy[X], P P+ P .S P ?é 0,alors deg Pl < deg P, donc
deg(P + P') = deg P et P + P’ 0.Ainsi, @ estinjective. Comme R,[X] estde
dimension finie, ® est bijective. Par conséquent, pour tout & € R,[X ], I'équation
P 4+ P’ = @ aune unique solution.

En dimension infinie, ce résultat tombe en défaut. Sur K[X], la dérivation est surjective mais non
injective. A l'inverse, P — X P estinjective mais non surjective, car la constante 1 n'est pas
atteinte.

2. Inégalités sur le rang

Propriété :
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Soient f € L{E,F)et g€ L(F, G),avec F et F dedimension finie. Alors
rg{g o f) < min(rg f,rg g).Sideplus f,h € L{E, F), alors
rg(f +h) Srgf+rgh.

Démonstration :

Dunepart, Im{go f) = g(Imf)C Img,dou rg{ge f) < rgg.Dautre part,

g{Im f) estlimagede Im f parla restrictionde . Sa dimension est donc au plus

dim Im f .Enfin, Im(f +A) C Im f 4+ Im h , et la dimension d'une somme est au plus la
somme des dimensions.

Ce qu'il faut retenir

« Une application linéaire vérifie  f(A = + y) = A flz) + f(v) ;elleenvoie O sur OF.

. L{E} est un anneau non commutatif et non intégre ; ses inversibles forment le groupe
GL{E} .

« Images directes et réciproques de sous-espaces sont des sous-espaces ; en particulier ker f et
Im f .

o [ estinjective si et seulementsi ker f = {0}.

« Un projecteur vérifie p2 = p et B = Im p @ ker p ; une symétrie vérifie 52 = idg et
s =2p—1dg.

¢ Une application linéaire est entierement déterminée par I'image d'une base, que I'on choisit
librement.

¢ En dimension finie, deux espaces sont isomorphes si et seulement s'ils ont la méme dimension, et
dim L(E, F) = dim E dim F' .

¢ Tout supplémentaire du noyau est isomorphe a I'image, d'ou le théoréme du rang

dim B = dimker f +rg f .



¢ En dimension finie, un endomorphisme injectif est bijectif : c'est I'argument de dimension le plus
utilisé aux concours.

Questions fréquentes sur applications linéaires

Comment montrer rapidement qu'un endomorphisme est bijectif ?

En dimension finie, il suffit de montrer qu'il est injectif, c'est-a-dire que son noyau est réduit a {0}. Le
théoréme du rang donne alors la surjectivité. Attention, cet argument est faux en dimension infinie : la
dérivation sur [K[A] est surjective sans étre injective.

Le théoreme du rang dit-il que E est la somme directe du noyau et de I'image ?

Non. Il donne seulement I'égalité des dimensions dim B = dimker f +rg f . La somme
ker f +Im f peut ne pas étre directe : pour la dérivation sur [Rl[X] , le noyau et I'image sont la
méme droite. La somme est directe pour un projecteur, par exemple.

Comment trouver les éléments caractéristiques d'un projecteur ?

On vérifie d'abord P © P = P . Ensuite, I'image s'obtient en résolvant p{x) = =, etle noyau en
résolvant p{;t?:l = 0. Le projecteur est alors la projection sur Im p parallelementa ker p.

Quelle est la dimension de L(E, F) ?

Si F et JF sontde dimension finie, dim E{E, F:l = dim F ¥ dim F' . En effet, une application
linéaire est déterminée par les images des 7. vecteurs d'une base, choisies librement dans F' . Ainsi,
dimn £(R"™) = n?.

Pour aller plus loin en maths sup

e Les énoncés : exercices de maths sup sur applications linéaires
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A maitriser avant : Espaces vectoriels de dimension finie

Chapitre précédent : Espaces vectoriels de dimension finie

Chapitre suivant : Formes linéaires, hyperplans et sous-espaces affines
Le méme theme en L1 : applications linéaires, cours de maths en L1
Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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