Cours de maths en L1

Applications linéaires

I. Définition des applications linéaires

Dans tout le chapitre, [K désigne [ ou . Lleslettres &, F' et (& désignentdes [ -espaces
vectoriels. Une application linéaire est une application qui respecte la structure d'espace vectoriel.
Autrement dit, elle transforme une combinaison linéaire en la combinaison linéaire des images.

Définition :

Une application [ : E — F' est dite linéaire si, pourtous =,% € E ettout A € K,ona

fet+y) =@+ ) et frz)=Afz).

Onnote L{H, F') I'ensemble des applications linéaires de E dans F' . Une application linéaire
de F dans [ estun endomorphisme ; leur ensemble se note L({F ). Une application linéaire
bijective est un isomorphisme. Enfin, un endomorphisme bijectif est un automorphisme.

En pratique, on regroupe les deux conditions en une seule. C'est la caractérisation la plus utilisée dans les
exercices.

L'application f : B — F' est linéaire si et seulement si, pour tous &, ¥ € & ettous
A op e K
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fAe +py)=Af(z)+ p f(y)

De plus, une application linéaire vérifie toujours  f(0g) = 0 et f(—z) = —f(z).

Démonstration :

Si f estlinéaire,alors flAz +puy) = fAe 4+ fluy) = A flz) 4+ p fly).

Réciproquement, le choix A = g = 1 donne I'additivité. Ensuite, le choix g = 0 donne
I'homogénéité, car f(0g) = f(0-0g) =0 f(0g) = OF . Enfin,

f-2) = f(-D)2) = -f=).

Méthode :

Pour montrer qu'une application est linéaire, on fixe T, % dans F et A, u dans K.On
calcule ensuite  f{A = + 1 ) et l'on fait apparaitre A f(x) + i f(1) . Pour montrer au
contraire qu'une application n'est pas linéaire, un seul contre-exemple suffit. Le plus rapide consiste
souvent a tester f(0m).

L'application f:R? — R2, (z,y) = (22 + vy, £ + y) estlinéaire. En effet, ses
coordonnées sont des combinaisons linéaires de & et . Lla dérivation I7: IR[X] —% IR[X]

1
P — P/ estaussilinéaire, tout comme ¢ :C([0,1,R) = R, 5 — fg{t:l dt .
0

Enrevanche, (x,v) — (z 4 1, %) n'est paslinéaire, car limage de (0,0} vaut (1,0) . De
méme, (r,y) — Y nel'estpas:limagede 2(1,1) vaut 4 etnon 2.




Géométriquement, une application linéaire du plan envoie le quadrillage sur un quadrillage de
parallélogrammes. Comme le montre la figure ci-dessous, tout est fixé par les images des deux vecteurs
de base €1 et E9.

Espace de dé¢part Espace d'arrjvée

flez) ={1,1)

e.—
y f
4
fler)=1(2,
N / 1

|
S

Il. Opérations sur les applications linéaires

Les applications linéaires se combinent bien. On peut les additionner, les multiplier par un scalaire et les
composer. Ainsi, on dispose de nouvelles structures algébriques.

1. L'espace vectoriel L(E, F)

Théoreme :

Muni de I'addition l:f + g:l l::t:“:l = fl:a:‘:l + Q‘I::E:l et de la multiplication externe
(A f)(z) = A f(z), l'ensemble L(E, F') estun [ -espace vectoriel. C'est un sous-espace
vectoriel de I'espace & de toutes les applications de E dans F'.

Démonstration :

L'application nulle est linéaire, donc ﬁ(E, F:l n'est pas vide. Soient ensuite  f, g linéaires et
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o € K.Pour z,y € B et A, u€K,ona:

(af+g)Qet+puy)=arfle)+apfly)+rgl@z)+ugly)=r(af+g)(z)+plaf+9)(y)

Par conséquent, a f 4 g estlinéaire. On conclut par la caractérisation des sous-espaces
vectoriels.

2. Composition et réciproque

Proposition :

Si f€ L(E, Flet g€ L(FG),alors go f € L{E, G).Deplus,si [ estun
isomorphisme, sa réciproque f_l est linéaire, donc c'est un isomorphisme de & sur & .

Démonstration :

Dabord, g(f(Ax +py) = g f®) +p fly) = A 9(f=) + p 9(f(y)) . Ensuite, soient
u, ¥ € F' Posons 1 = f_l{u} et y = JF_ll:*r_.-}.Parlinéarité de f,on obtient
fhz4+py) =Au+pv. Enappliquant £~ il vient

FlOu+py) =27+ ).

L'ensemble des automorphismes de FE se note GL{E) . C'est un groupe pour la composition, appelé
groupe linéaire. On note aussi f;*" = fo...of ( k fois)et f'j =Idg.




La composition n'est pas commutative. Par exemple, dans |2, prenons  f{z, y) = (y, x) et

9z, y) = (#,0) . Alors foglr,y) =0z, tandisque gof(z,y) = (y,0) De
méme, fog = 0 nentrainepas f =0ou g =0,

lll. Noyau et image d'une application linéaire

Deux sous-espaces sont attachés & toute application linéaire. Le noyau mesure ce que | « écrase »,
tandis que l'image mesure ce que f « atteint ».

Définition :

Soit f € L(E, F).Lenoyaude f est ker f = {z € E| f(zr) = 0p}.Limagede f
est Im f = f(E) = {flz)|z € E}.

La figure ci-dessous résume la situation. Les vecteurs du noyau sont tous envoyés sur 0 . L'image est
la partie de F' effectivement atteinte.

Of
kerf
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Proposition :

Le noyau lker f estun sous-espace vectoriel de K ,etl'image Im f estun sous-espace
vectoriel de F' . Plus généralement, I'image directe d'un sous-espace de F et l'image réciprogue
d'un sous-espace de F' sont des sous-espaces vectoriels.

Démonstration :

ona f{0g)=0g ,donc Of € ker f.Si =,y € ker f,alors
fliz4+puy)=2-0p+pu-0F = 0F.Ainsi, ker f eststable par combinaison linéaire.

Deméme, O = f(Og) appartientd Im f .Enfin, A flz)+u flv)= fAz+py)
appartienta Im f .

1. Injectivité et noyau

Théoreme :

Soit f € L{E, F).Alors f estinjective sietseulementsi ker f = {0z} . Parailleurs, f
est surjective si et seulementsi Im f = F'.

Démonstration :

Supposons f injective.Si  f(x) = O = f(0g),alors £ = 0g .Donc ker f = {0g}.
Réciproquement, supposons ker f = {0g}.si flr) = f(v), lalinéarité donne

flz —y) = Op.Parconséquent, = —y € ker f,d'ot T = ¥. Le second point est la
définition de la surjectivité.




2. Déterminer un noyau et une image

Proposition :

Si (€1,-.En) estune famille génératrice de  F, alors Im f = Vect(f(eq),. .., flen)).

Démonstration :

n n
Tout = € FE s'écrit £ = Z L. €. . Donc f'@:‘ = Z T, f{fé:‘ appartient a
Vect{f(eljl, c ey f{E‘ﬂ}} L'inclusion inverse vient du fait que Im f est un sous-espace
contenant chaque f{eé} .

Méthode :

Pour déterminer le noyau, on résout le systéme linéaire f{) = 0. On décrit ensuite I'ensemble
des solutions par une base. Pour déterminer I'image, on calcule les images d'une base de F’ . Puis
on extrait de cette famille génératrice une base de Im f . Sibesoin, on cherche enfin des
équations de I'image.

soit f:R3 = R2, (z,%,2) = (4 v — 2z 2z + 2y — 2z). Le noyau est le plan
déquation = 4y —z = 0.Unebaseenest ({1, —1,0),(1,0,1)) . L'image est engendrée par
fler) = (L2, fleg) = (L2 et fleg) = (=1, =2).Donc Im f = Vect((l,2)) :

c'est une droite.
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IV. Détermination par lI'image d'une base

Une application linéaire est entierement fixée par ce qu'elle fait sur une base. De plus, on peut choisir ces
images librement. C'est le résultat fondamental qui relie applications linéaires et matrices.

Théoreme :

Soit I:E‘l, Ceny En:l une base de &, etsoient Y1y-- = Yn des vecteurs quelconques de F' . II
existe une unique application linéaire f: E — F' telle que f{fi‘é} = U, pourtout 7.

Démonstration :

Unicité : si f convientetsi & = E x . €., alors nécessairement flz) = E o
n

Existence : les coordonnées %, de & sont uniques. On peut donc poser f{i?:' = Z LU Les
1=1
coordonnéesde A x + gy sont AL, + Y, Ainsi, f estlinéaire, et f{eé} = .

Corollaire :

soit f € L(E,F)et B=(ey...,en) unebasede F.

« [ estinjective si et seulementsi  (f(eq);. - flen)) estlibre;
« [ estsurjective si et seulementsi  {f(eq),. .. f(en)) engendre F ;

« [ estunisomorphisme si et seulement si (f(e1);- .. f(€n)) estunebasede F .




Démonstration :

Ona Z . fle,) = O sietseulement si 2 £ e, € ker f . Donclafamille des images est
libre exactement quand ker f = 10} . Le point sur la surjectivité découle de
Im f = Vect{f{el}, Cey f{E‘n:l:l . Le troisieme point combine les deux premiers.

On en déduit une conséquence tres utile. Deux espaces de dimension finie sont isomorphes si et
seulement s'ils ont la méme dimension. En particulier, tout espace de dimension 7 est isomorphe a
k™ , grace a l'application « coordonnées dans une base ».

Cherchons f € L{R?) telleque f(1,1) = (0,2) et f(1,-1) = (2,0). La famille
({1, 1), (1,—1)) estune base, donc f existe et est unique. Or

(z,v) = z —2'_ y(lj 1) + z E y{lj —1) . Par conséquent, flz,y) = (r -y, z +y).

V. Rang et théoreme du rang

On suppose désormais que ' est de dimension finie. Le rang mesure la « taille » de I'image. Le
théoréme du rang relie ensuite cette taille a celle du noyau.

Définition :

Soit f € L{F, F')avec FE de dimension finie. L'image Im f estalors de dimension finie. On
appelle rang de f lenombre rg f = dimIm f.

D'apres la partie IV, rg f estle rang de la famille (f{el}, “ iy f(EﬂD . Par conséquent,
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rg f < dim E . Deplus,si F estde dimension finie, alors rg f < dim F',

1. Le théoreme du rang

Théoreme :

Théoréme du rang. Soit E de dimension finieet f € L(E, F'). Alors

dim & = dim ker f 4+ 1g f.

Plus précisément, si S est un supplémentaire de ker f dans & ,alors f induitun
isomorphisme de  § sur Im f.

En dimension finie, ker f admet un supplémentaire S . Ainsi, B = ker f @ 5 et
dim § = dim E —dim ker f . Considérons la restriction g:5 — Im f, = — f(z).
Elle est linéaire.

D'abord, g estinjective. Eneffet,si = € § et fl{zr) = 0,alors = € § Nker f = {0}.

Ensuite, J estsurjective. Soit y = f{x) dans Im f.Onécrit = = k + s avec

kckerf et se&. Aors yv= flki+ fls) = gls).

Finalement, g est unisomorphisme. Donc dim & = dim Im f , ce qui donne la formule.




soit f:R* = R2, (r,y,2,t) = (r+vy,z+1).Limage contient f(ey) = (1,0) et
fleg) = (0,1) ,donc rg f = 2. Le théoréme du rang donne alors
dim ker f = 4 — 2 = 2, sans résoudre de systéme. On vérifie d'ailleurs que
ker f = Vect({1,-1,0,0), (0,0,1, -1}) .

Méthode :

Pour appliquer le théoreme du rang, on calcule la dimension la plus facile, noyau ou image. On en
déduit l'autre par dim & = dim ker f +rg f . Ainsi, sil'on connait dim ker f etune
famille libre de I'image ayant le bon nombre de vecteurs, cette famille est une base de I'image.

2. Isomorphismes en dimension finie

Le théoreme du rang a une conséquence spectaculaire. En dimension finie, et a dimensions égales, une
seule des deux propriétés injectif ou surjectif suffit.

Corollaire :

Soient [ et F' de dimension finieavec dim E = dim F = n,et [ € L{(E, F).Les
assertions suivantes sont équivalentes :

o { estinjective;

f est surjective ;

f est bijective ;

e rgf=mn.
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Démonstration :

Par le théoreme durang, rg f = n —dimker f . 0r f estinjective si et seulement si

dim ker f = 0, c'lest-a-dire rg f = n .Deméme, [ estsurjective si et seulement si

dim Im f = dim F' = n . En effet, un sous-espace de méme dimension finie que F' est égal
a F'.Lesdeux conditions sont donc équivalentesa rg { = n, etdonc a la bijectivité.

L'hypothese de dimension finie est indispensable. Dans IR[X] , la dérivation p — P’ est
surjective mais pas injective. A l'inverse, P — X P est injective mais pas surjective.

De méme, pour un endomorphisme 1 d'un espace de dimension finie, il suffit de trouver ¥ tel que
oy = IdE. Alors u estinversibleet 4 — s,—1.En effet, u estalors surjective, donc
bijective.

Proposition :

Soient f € L(E, F)et g € L(F G), endimension finie. Alors
rg{g o f) < min{rg f,rg g) . De plus, composer par un isomorphisme ne change pas le rang.

VI. Projecteurs et symétries

Les projections et les symétries sont les exemples géométriques les plus importants d'endomorphismes.
Elles reposent sur une décomposition en somme directe & = F §H G .



Définition :

Soient F' et (& deux sous-espaces supplémentaires de F .Tout x & FE s'écrit de facon
unigue T =T +Tyavec T € Fet T4 €G.

e La projection sur F' parallélementa (3 est FP:& — T,

e La symétrie par rapport a F' parallélementa (G est 1T — T — T,

La figure ci-dessous montre les deux constructions dans le plan. On trace la parallele a (& passant par
'extrémité de . Son intersection avec F' donne p(u) . Ensuite, s{u) estle symétrique de u par
rapporta  plu) .

trait pointillé parallele a G G

Théoreme :
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Soit p € E{E} . Alors P est un projecteur, c'est-a-dire une projection, si et seulement si
Pop =P . Danscecas, P estlaprojectionsur Im p = ker(p — Idg) parallélement &
kerp,et B =Imp&Gkerp.

Démonstration :

Une projection vérifie p(p(ﬂﬁ}) = p(:J:F:l =Tg,cr fp =TI + 0. Réciproquement,
supposons p? = p.D'abord,si ¥ € Im p,onécrit y = p(z), donc p(y) = pi(r) = v.
Ainsi, Im p = ker(p —Idg) .

Ensuite, tout « s'écrit ¢ = p(z) + (z — plz) . or plr — p(r) = plr) — pi(zr) = 0,
donc B = Im p + ker p .Enfin,si ¥ estdans les deux, alors ¥ = p(y) = 0 .Lasomme
est donc directe, et p(x) est bien la composante de x sur Im p.

Théoreme :

Soit s € L{E).Alors s estune symétrie si et seulementsi s os = Id g .Danscecas, s
est la symétrie par rapport & F' = ker(s — Id i) parallélementd G = ker(s + Idg).De
plus, p = %{3 + Id g ) estla projection associée, et s = 2p — Idg .

Démonstration :

Si s estlasymétrie par rapporta F' parallélementa (G ,alors s = 2p —Idg ,ou P estla
projection correspondante. Réciproquement, supposons sd = IdE et posons

P = %{3 + Idg). Oncalcule p2 = %{52 +2s+1dg) = %(3 +Idg) = p.Donc P
est un projecteur. De plus, p(r) = x équivauta s(x) = = ,et p(r) = 0 équivauta

s(x) = —x . On conclut avec le théoréme précédent.




Méthode :

Pour reconnaitre un projecteur, on vérifie P © P = P . Ensuite, on détermine ses éléments :
Im p enrésolvant p{r) = =, et ker p enrésolvant p(xr) = 0. Pour une symétrie, on
vérifie sos = Idg , puisonrésout s(r) = = et s(z) = —=z.

Dans M, (R), l'application s: Af — AT vérifie s os = Id.C'estdonc la symétrie par
rapport aux matrices symétriques, parallelement aux matrices antisymétriques. Par conséquent,

-Mn'(ﬁ} = SnICIR} @ 'An'(IR:'

VIl. Formes linéaires et hyperplans

Lecas F' = [K mérite une étude a part. Il permet de décrire simplement les sous-espaces définis par
une seule équation.

Définition :

Une forme linéaire sur & est une application linéaire de & dans [K.Un hyperplande &
est le noyau d'une forme linéaire non nulle.

Sur K™, les formes linéaires sont exactement les applications
(T w®y) = ay 2 +...+0an 2y . Sur Ry[X], lapplication P — P(1) estune
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1
forme linéaire. De méme, F — fP{t} df en estune.
0

Théoreme :

Soit % une forme linéaire non nulle sur E et H = ker ¢ . Pour tout vecteur a ¢ H ,ona
E = H & Vect(a) . En particulier, si dim B = n,alors dimH = n —1.

Démonstration :

ona @£ 0.Pour & € F,posons A:%.Alors @lx —Aa) = 0, donc

r=(x—-Xda)+Xraavec z—Aa € H .Ensuite,si wa € H  alors pela) =0,
donc = 0. En dimension finie, on peut aussi utiliser le théoréme du rang : % est non nulle,
donc rg @ =let dmH =n—1.

Dans [R3, les hyperplans sont donc les plans passant par I'origine. Comme le montre la figure ci-dessous,
toute droite non contenue dans le plan A en est un supplémentaire.



D =Vect(0,0,1)
3
2
1
0 2
7 -1
_/A/j/ H:x+2y—z=0 [ -2
-3
-1
0 1
X 0
1 -1 %

Proposition :

Deux formes linéaires non nulles % et 1 ont le méme noyau si et seulement si elles sont
proportionnelles : ¥ = A avec A ?‘é 0. Ainsi, un hyperplan posséde une équation unique a un

facteur non nul pres.

Démonstration :
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Le sens réciproque est immédiat. Supposons ensuite ker P = ker ’.:,1') = H . Choisissons

a ¢ H etposons } = %. Les formes 1 et A ¢ coincident sur F, ou elles sont nulles,

eten a.0r E = H @ Vect(a) . Parlinéarité, elles sont donc égales.

En dimension finie, la réciproque du théoréme est vraie : tout sous-espace de dimension . — 1 est
un hyperplan. En effet, on compléte une base l:hl, ce iy hﬂ_l} de ce sous-espace en une base de
E . Ensuite, on prend pour % la forme « derniére coordonnée ».

Ce qu'il faut retenir

Une application f estlinéairesi f(Ax + py) = A flz) + u f{v) ; elle vérifie alors
f0) = 0.

K{E, F} est un espace vectoriel ; la composée de deux applications linéaires est linéaire, la
réciproque d'un isomorphisme aussi.

¢ Le noyau et I'image sont des sous-espaces vectoriels ; f est injective si et seulement si

ker f = {0}.

Une application linéaire est déterminée par l'image d'une base, que I'on choisit librement.

L'image d'une base engendre Im f ;elle est libre si et seulementsi f est injective.

Théoreme durang: dim B = dimker f +rg f.

Si dim B = dim F' estfinie : injective, surjective et bijective sont équivalentes.

Projecteur: p? = pet B = Im p@ker p ;symétrie: s4 = Idg et
s=2p—-Idg .

Un hyperplan est le noyau d'une forme linéaire non nulle ; en dimension 7, il est de dimension
n—1.



Questions fréquentes sur applications linéaires

Comment montrer rapidement qu'une application est linéaire ?

On fixe deux vecteurs ;¥ et deux scalaires A, f& , puis on vérifie que
fOvz +py) = A flz) + p f(y) . Siles coordonnées de  f(x) sont des combinaisons linéaires
des coordonnées de <, c'est immédiat. Pour prouver qu'une application n'est pas linéaire, on teste

d'abord f(0), puis f(2x).

Pourquoi le noyau suffit-il pour tester I'injectivité ?

Par linéarité, f(x) = f(y) équivauta flzr —y) = 0, cesta-dire = —y € ker f .Ainsi, f est
injective si et seulement si ker f = {0}. On n'a donc qu'une seule équation fl:ﬂ?:l = 0 arésoudre.

Le théoreme du rang dit-il que E est la somme directe du noyau et de I'image ?

Non. Il donne seulement I'égalité des dimensions dim B = dim ker f +rg f , et I'image vit
d'ailleurs dans F'. Méme pour un endomorphisme, le noyau et I'image peuvent se couper : pour
f{:ﬂ, } = l:y, D:l , ils sont égaux. La somme est directe par exemple pour un projecteur.

Comment reconnaitre un projecteur ou une symétrie ?

Un endomorphisme F est un projecteur si et seulementsi P = P = I ; c'est alors la projection sur
Im p parallélementa ker I . Un endomorphisme 5 est une symétrie si et seulement si
s o5 = Id . On obtient ses éléments en résolvant  s(z) = = et s(z) = —z.

Pour aller plus loin en L1

e Les énoncés : exercices de maths en L1 sur applications linéaires

e Les solutions : corrigé des exercices sur applications linéaires

e A maitriser avant : Familles libres, bases et dimension
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e Chapitre précédent : Familles libres, bases et dimension

e Chapitre suivant : Matrice d'une application linéaire et changement de base

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/familles-libres-bases-dimension-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/matrices-changement-base-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/licence-l1-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

