Corrigés des exercices de maths sup

Applications linéaires

Corrigé de I'exercice 1 : Reconnaitre une application linéaire

1. Soient w = (z,y), uw = (z/,y/) et X cR.Ona
fiAudu) = Qo +a/ + Ay +y,
,E}L:t?—i—ﬁzt:f—}ty—y*’)

Donc fl est linéaire.

. Ce vecteur est égal & A fl(’t&} + fl{u’} .

2. Ona fg{[:l, D:l = {1, [:]:l ?é {D, D:l . Or une application linéaire envoie le vecteur nul sur le vecteur
nul. Donc fg n'est pas linéaire.

3. D'une part, fgl:—l, 0) = (1,0} . D'autre part, —fglil, 0) = (—1,0). La relation
fg{}m U} = A fB{u} échoue pour % = —1.Donc f3 n'est pas linéaire.

4. Soit Tg la matrice identité. Alors det{2f9) = 4 ,alorsque 2det(Iq) = 2 .Le
déterminant n'est donc pas linéaire sur Mg{[ﬁ) .

5. La dérivation est linéaire, et la multiplication par _X aussi. En effet,
AP+Q) +X(AP+Q) = AP + XP)+(Q' + XQ) .ponc 5 estun
endomorphisme de R[X].

6. L'évaluation en 0 est linéaire, et I'intégrale sur [0, 1] est linéaire. Par conséquent, leur somme
est linéaire. Ainsi, [ est une forme linéaire sur C([0, 1], R).

7. Pour fl, le noyau s'obtient en résolvant = + vy = 0 et 2x — 1y = 0. En ajoutant,
3z = 0,donc £ = y = 0. Ensuite, soit P ?é 0 de degré ¢ . Alors
deg(XP) =d 41 et deg P/ <d, donc deg(P'+ XP)=d+1let fe(P) £0.
1
Enfin, la fonction g(t) = 4t —1 vérifie g(0) = —1 et fg —92—1=1,donc

0
f {g} = 0 avec (0. Les applications fi et f: sont injectives ; f = ne'est pas.
6 g 1 5 6
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Point de méthode : pour réfuter la linéarité, on teste d'abord I'image de (, puis un multiple simple
comme —u ou 2 .

Corrigé de I'exercice 2 : Noyau et image dans R3

1. Onrésout flx,y,z) = 0:

r—y+z=~0
20+ y—2=0
r+ 2y —2z =0

En additionnant les deux premieres lignes, on obtient 3x = (,donc x = (0. Ensuite, la
premiére donne ¥ = Z, et la troisiéme est alors vérifiée. Ainsi, ker f = Vect((0,1,1)) .

2. L'image est engendrée par les images de la base canonique : f{ffl] = (1,2,1),
f':'f"g:' — (_1! 1, 2:' et f':EB} - ':1: -1, _2:'- On remarque que f':EB} - _f'i"fg:' . De
plus, f(ey) et fleq) nesont pas colinéaires. Donc ({1, 2, 1), (—1, 1, 2)) est une base de
Im f . Par ailleurs, la troisiéme coordonnée de  f(z, v, #) est la deuxiéme moins la premiére.
Tout vecteur {a, b, c} de l'image vérifie donc ¢ = b — a. Ce plan est de dimension 2, comme
Im f .Parconséquent, Im f estle pland'équation o —bh +c = 0.

3.0na dimker f +rg f = 1+2 = 3 = dim R?. Le théoréme du rang est bien vérifié.
L'application f n'est ni injective (noyau non nul) ni surjective (rang 2).

4. Le vecteur (1,1,0) vérifie 1 —1+0 = O, donc il est dans I'image. On résout
r—y+z=1e 2x 4y —2 =1 Enajoutant, 3z = 2,donc £ = %.Ensuite,

z—y = % . Le vecteur (%: —%: []) convient : on vérifie que f I'envoie sur (1,1, 0). Les
antécédents sont les vecteurs (%: —% + 1, t) , T € [.C'estun antécédent particulier plus

le noyau.

La figure ci-dessous montre le résultat : le noyau est une droite, I'image est un plan qui contient les deux
vecteurs de base trouvés.



Ker f=Vect(0,1, 1)

Imf:plana—b+c=0

Corrigé de l'exercice 3 : Un endomorphisme de R2[X]

1. Si deg P < 2,alors deg(X P’} < 2.Donc @(P) € Ry[X]. De plus, la dérivation et Ia
multiplication par X sont linéaires. Ainsi, % est un endomorphisme de [RE[XJ .

2. Oncalcule @(l) =1, p(X) =X - X =0et o(X?) =X2-2X?=-X2.
Donc, pour P = g 45X 4 cX 2, on obtient p(P)=10a— c X2 . Ce polynéme est nul si
etseulementsi @ = ¢ = 0. Par conséquent, ker ¢ = Vect(X ),

Im o = Vect(l, X2) et rgep = 2,

3. Lafamille (X1, XE) est la base canonique, a I'ordre prés. Donc  Ry[X ] = ker ¢ @ Im ¢

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

4.0na p(p(X?) = o(—X2) = X2+ o(X?) . Donc ¥ n'est pas un projecteur. En
revanche, @2(a +bX +cX?2) = pla —cX?) = a +cX2. Ainsi 2 garde les
composantes sur 1 et X2, etannule cellesur X .Parsuite, p? = ©2.Donc ? estla
projection sur Vect(1, X2) parallelementa Vect(X).

Corrigé de I'exercice 4 : Un projecteur du plan

1. Oncalcule p{plz, v)) = p(2x — 2y, £ — y). La premiére coordonnée vaut
22z — 2y) — 2(z —y) = 2z — 2y . Lasecondevaut (2z —2y)—(z —y) = ¢ — v.
Donc P 2P = D ,et P estun projecteur.

2. D'abord, p(z,y) = 0 équivautd T = ¥.Donc ker p = Vect((1,1)) . Ensuite,
plz,y) = (z —y)(2,1),donc Im p C Vect((2,1). L'égalité vientde p(1,0) = (2,1).
Ainsi, P est la projection sur la droite Vec:t({ﬁ, 1}) parallelement a la droite
Vect((1,1)).

3.0na p(1,0) = (2,1).La composante dans le noyau est (1,0) — p(1,0) = (-1, —1). Donc
(1,0) = 2, )4+ (-1,-1),avec (2,1) €EImp et (—1,-1) € ker p.

9(z,y) = (z -2z + 2,
4. Onobtient w —x 4+ vy) = (—x +2y,.Deplus, g2 =id-2p+pi=id-p=gq.
T + Ey}
Enfin, Img = ker p et kerg = Im p.Donc ¢ est la projection sur Vect((1, 1))
parallelement a3 Vect((2, 1)) .

Corrigé de l'exercice 5 : Une symétrie du plan

1. Oncalcule s(s(x, v)) = s(3z — 4y, 2z — 3vy). La premiére coordonnée vaut
3(3r —4y) — 4(2x — 3y) = = .Lasecondevaut 2(3x —4y) — 32z —3y) = v.
Donc sos = id : 5 estune symétrie, et s est bijective avec s—1 — =.

2. D'abord, s(z,v) = (z,v) équivauta 2z —4y = 0, c'est-d-dire £ = 2y. Ensuite,
s(z,y) = —(z,y) équivautda 4z —4y = 0, soit £ = ¥.Donc
ker(s —id) = Vect({ﬁ, 1}) et ker(s +id) = Vect((l, 1}) : 5 est la symétrie par



rapport a Vect({ﬁ, l}) parallelement a Vect({l, 1}) .

4z — 4y — z,
3. Oncalcule 2p —id : 22 — 2y —y) = (3z —4y,.Donc s = 2p —id : c'estla
121: - Sy}

symétrie associée au projecteur de I'exercice 4, et 5{1, D:l = {3, 2} .

La figure ci-dessous résume les exercices 4 et 5. Le vecteur p{u} est le milieu du segment joignant
a sfu) .

3.01 = Imp=Vect(2,1)

— Kerp =Vect(1, 1)

Corrigé de I'exercice 6 : Espaces isomorphes et dimension

1. ona dimR3[X] =4, dim My(R) = 4 et dim £(R2) = 2x 2 = 4. L'application
a+bX +cX24dX3 — ([Hra;r?] g g; fﬂ ,}) est linéaire. Elle envoie la base canonique de

R3[X] surla base canonique de  My(R) . C'est donc un isomorphisme.
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. L'application (a, b, c) — ([Erajr?]gg;g ,}) est linéaire de [R3 dans Sg(R) . Elle est

injective, car la matrice nulle impose @ = & = ¢ = 0. Elle est aussi surjective, car toute
matrice symétrique a cette forme. Donc SQ{IR} est isomorphe a |3, et dim Sg{[ﬁ) = 3.

. Soit  f € J:.I:EB] IRE} . Son rang est au plus 2 . Par le théoréme du rang,

dimker f =3 —rg f > 1.Donc f n'estpas injective. De méme, si g € L(R? R3),
alors rg g = 2 < 3. Aucune injection linéaire de [3 dans [2, aucune surjection
linéaire de [RZ sur [R2 n'existe.

.Ona dimRy[X] =3 et dim M3y 3(R) = 6. Donc
dim L{Ry[X ], My 3(R)) = 3 x 6 = 18,

Corrigé de I'exercice 7 : Projection sur un plan parallelement a

une droite

. Levecteur w = (1,2,0) veérifie 14240 =3%#0,donc w¢ P Ainsi
PN D = {0}, car I estunedroite. Deplus, dim P +dim I =241 = 3.Par
conséquent, R = P @ D .

. Soit u = (z,y, ). Oncherche t telque wu —fw € P . Celas'écrit

(x—t)+(y—2t)+ 2z =0, soit ﬁ:#.mors plw) = u — tw. On obtient
dr—y—=z
3 i
ployy,z) =| Z2et+y—22|.
’ 3
z

1

. La symétrie vérifie s = 2Zp —id, c'est-a-dire s{u) = u — 2tw . On obtient
Tr— 2y — 2=
3 1
s(z,y,z) = | —4z—y—4z |
3

&

cPour w : p(1,20) = (0,0,0) et s(1,2,0) = (-1, -2,0) = —w, comme attendu pour
unvecteurde D .Pour (1, -1, 0), quiestdans P :
(1, -1,0) = (g = D) — (1, -1,0), etdeméme (1, —1,0) = (1, -1,0) . Les

formules sont cohérentes avec la définition géométrique.



Corrigé de I'exercice 8 : Construire une application linéaire par
I'image d'une base

1. Une application linéaire est déterminée de facon unique par l'image d'une base, choisie librement.
D'ou I'existence et I'unicité de % . Par linéarité,
ulz, y, 2) = (& + 2,

wlz, vy, z) = =(1,1,0) +v(0,1,1) + 2(1,2,1) . ponc ,= + v + 2z, . Le noyau
Y+ z)
s'obtientavec £ = —z et ¥ = —& ;la deuxieme équation est alors vérifiée. Ainsi,

ker u = Vect((l, 1, —1}). Ensuite, M(EB} = U{EI} + U(Eg} , et u{el}, ’L&{E‘g} ne sont
pas colinéaires. Par conséquent, Im u = Vect((1,1,0), (0,1,1)), plan d'équation
a—b4c=0.

2.0na (2,0) = (1,1)+ (1, -1).Si v existait, sa linéarité imposerait
v(2,0) = (1,0) +(0,1) = (1,1). Orondemande u(2,0) = (1, 2) . Une telle application
U n'existe donc pas.

3. Oncomplete k& = (1,1,1) enunebase (k,ej,€q) de R3.Clest bien une base, car
k ¢ Vect(eq, e5). Onposealors w(k) =0, w(e;) = e; et w(ey) = e,. Comme
wiz,y, z) = (r — z,
€q = k— €1 — €5, on obtient W{EE) = —€y — €q.Ainsi, ,¥ — %,
,0)
Vérifions : Im w = Vect(el, EE} estleplan z = (. Par le théoréme du rang,
dim ker w = 1, et k € ker w.Donc ker w = Vect(k).

4. Si ker f = Im f,lethéoréeme durangdonne 3 = 2 dim ker f . C'estimpossible, car 3
est impair. Aucun endomorphisme de [R2 n'a un noyau égal a son image.

Corrigé de I'exercice 9 : Image directe et image réciproque

1. Soit y € f(A+A") . Alors v = fla+a’) = flo)+ f(al) avec a € 4 et
al € A’ .ponc y € f(A)+ f(A'). Réciproquement, un élément  f(a) + f(a’) de
FAY + F(ATY sécrit fla +a’) . Ainsi, f{A + A7) = F(A)+ f(A]).

2.5t £ =a-+kavec a € Aet k&kerf Aors flx)= fla) € f(A), donc
z € fTHf(A) . Réciproquement, si f(z) € f(A),ilexiste a € A telque f(z) = f(a)
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Alors k= z —q vérifie f(k) =0,et £ =a+k.Donc flf(A) = A +ker f

3.5i y = flzx) avec f(z) € B, alors ¥ € B et vy € Im f.Réciproquement, si
y € BNIm [, onécrit yv = f(r).Alors f(x) € B, donc = € f~1(B).Ainsi,

fFHB)=BNImf.

4. Le noyau vérifie £ = —Y et Z = —¥ .Donc ker f = Vect{(1, —1,1)). Ensuite,
fleg) = (1,0), dot f(A) = Vect((1,0)). D'apres la question 2,
FHf(A) = Vect((1,0,0), (1, —1,1)) . On retrouve ce résultat directement :
flz,y, 2) € Vect((1,0)) équivauta v + 2z = 0.Enfin, flx,y, z) € Vect((1, 1))
équivauta T +%Y = ¥ + 2 ,soit £ = Z.Donc f_l(f{A}} estleplan v+ =0,
et f_l{B} estleplan = = =z.

Corrigé de I'exercice 10 : Noyaux et images sur les matrices

carrées

1. La transposition est linéaire, donc ¢ I'est aussi. Ensuite, @(M ) = 0 équivautda afT = Af
.Donc ker ¢ = S9(R), de dimension 3. Le théoréme du rang donne rgw = 4 —3 =1,
Par ailleurs, (M — MTjT = MT - M = —(M — MT) .Donc Im estcontenue
dans l'espace AQ{IR} des matrices antisymétriques. Cet espace est la droite engendrée par

([Haa;r?] D_f{gi 0 ) Par égalité des dimensions, Im ¢ = A5(R).

2. Soit M = ([Hra;r?] a &b }) .Alors AM = (a tc btd ) Ce produit est nul si et

o Brd? a+c b+d
seulementsi ¢ = —a@ et d = —h.Donc kert) = {([HMF?] Gif’:gi —b )} » de

dimension 2. Ensuite, Im 1) est contenue dans I'ensemble des matrices & deux lignes égales, de

dimension 2. Lerangvaut 4 —2 = 2 .Donc Im ) = {(3 [Rbef&tf] )} , de

dimension 2.

3. Oncalcule A2 = ([l"-,ll'aj.?'?] g ﬁ g ,}) = 24 . Par conséquent,
W M) = A2 M = 2AM ,soit )2 = 29/ .Posons g = %g’; . Alors

e = l'fll'_[,lg — %g’; — 41 . Donc T est la projection sur Im i) parallelementa ker 1.



Corrigé de I'exercice 11 : Dérivation et multiplication par X

a
1. Tout polynéme & = Z Gp X% admet pour antécédent Z k_—ljjl X%+l Donc DD est

surjective. En revanche, 1) = 0 avec l?é 0. Ainsi, D est surjective et non injective.

2.5 XP =0 ,alors P =0,car deg(XP)=deg P +1desque P 0.Deplus, tout
polynbme X P s'annuleen (0,donc 1 n'apasd'antécédent. Ainsi, T est injective et non
surjective.

3. Pourtout P ,ona D(T(P) = (XP) =P+ XP et T(DP)=XP .la
différencevaut P .Donc D oT —T oD = idg, et L(E) n'est pas commutatif
puisque DOT% Tol,

4. Ona Do T(Xk) =(k+1) X% . soit S I'endomorphisme défini sur la base canonique par

S(XF) = k——i—kl Alors So(DoT) et (DoTjoS valentlidentité su; chaque Xk
X

, donc partout. Ainsi, [ o T est un automorphisme, d'inverse X * Eri

5.0na To D{X}*’) = k X% pour P = Z G X ¥ on obtient
ToD(P) = Z ka, X* llestnulsietseulementsi @ = 0 pourtout %k > 1.Donc
ker(T' o D) = Ro[X ] et Im(T o D) = {P|P(0) = O} . Aucune contradiction :
I'équivalence entre injectivité et surjectivité exige la dimension finie, et R[X] est de dimension
infinie. Les questions 1 et 2 en donnent des contre-exemples.

Corrigé de I'exercice 12 : Injectivité et bijectivité sur les
polynomes

1. 5i deg P < mn,alors deg P(X 4+ 1) < n,donc @(P) € R,[X]. Deplus,
(AP+Q)(X +1) =2PX +1)4+Q(X +1).Donc ¥ estun endomorphisme de
Rn[X].

2. Soit P ?é 0, dedegré d etde coefficient dominant &4 . Le polynéme FP(X 4+ 1} ale méme
terme dominant @ ; X9 par conséquent, @(P) a pour terme dominant 204 X9, quiest non
nul. Donc ker w = 10}. Comme IRﬂ[X] est de dimension finie, 'endomorphisme
injectif ¥ est bijectif.
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3. Oncherche P = gX24+bX +c.0na
P(X 4+1) =aX24 (2a +b)X + (@ +b4c).Donc
p(P) = 2aX2 + (2a +20)X + (@ + b + 2¢) . L'égalité avec  x2 donne g = % , puis

Xi-_x XX -1
7 = 7

b= _% et ¢ = 0.L'unique solutionest p —

4. Pour tout entier k,ona k2 = P(k)+ P(k +1) . Donc

n n4l .
RO 5. (~1)7 P() = P(O) + (-1 P(n +1).
3 p3

or P({0) =0 et Pln+1) = M . Ainsi, Z {—l}k k% = (—l}ﬂ n(ﬂg ).Par
k=0
exemple, pour . = 3,ontrouve 0—-1+4+4—-9 = -6

Corrigé de I'exercice 13 : Interpolation de Lagrange par un

isomorphisme

1. L'évaluation en un point est linaire, donc ¥ est linéaire. Soit P € ker ¢.Alors P admet les
n + 1 racines distinctes @5+ - - @n, alorsque deg P < 7 .Donc P = 0,et ¥ est
injective. De plus, dim Ry[X] = n 41 = dim R7+1 . Par conséquent, ¥ estun
isomorphisme.

2. La surjectivité de % donne I'existence d'un antécédent de l:bg, - bn} . Son injectivité donne
'unicité. Il existe donc un unique P € R,[X] tel que P{G&é} = b; pourtout ;.

3. Oncherche P = qX2 4+ bX +¢.Llacondition P{0) =1 donne ¢ = 1.Ensuite,
P(1) =3 donne a+b=2,et P(2) =7 donne 4a +2b = 6,s0it 2a +b=3.
Par soustraction, @ = 1,puis & = 1.Le polyndme cherché est P — X2 + X +1.

4. L'application F — P(ELD:I est une forme linéaire non nulle, car elle envoie 1 sur 1.Son rang
vautdonc 1. Par le théoréme du rang, son noyau est de dimension (n +1)—1=n,

Comme le montre la figure ci-dessous, la parabole obtenue passe bien par les trois points imposés.



3.0

Corrigé de I'exercice 14 : Supplémentaire du noyau et forme

géomeétrique du rang

1. Le noyau vérifie £ = Y et = +y +2z = 0U,donc z = —2zx . Ainsi,
ker g = Vect((1,1, —2)). Le théoréme durangdonne rg g = 3 —1 = 2 = dim R2.
Donc ¢ est surjective, de rang 2.

2. Le vecteur (1,1, —2} a une troisitme coordonnée non nulle, donc il n'est pas dans S . Ainsi
S Mker g = {0}. Deplus, dim 5 + dim ker g = 3 . Par conséquent,
R = S @kerg.

3. La restriction s'écrit (z,y,0) — (z + vy, —y) .Onrésout = +y =aet v —y =5 :

o= d —5 b et y = d E b . La solution existe et est unique. Donc g|5 est un
isomorphisme, d'inverse (g, b) — (a —5 b a E b, [j) .

4. Le vecteur (1,1, —2) a une deuxiéme coordonnée non nulle, donc il n'est pas dans §/. Comme
ala question 2, &' estun supplémentaire de ker g . La restriction s'écrit
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(,0,2) = (r +2,2).Onrésout £ =bhet z =a—b.Donc 9|5/ estun
isomorphisme, d'inverse (a,b) — (b, 0, a — b) . A retenir : le supplémentaire du noyau n'est
pas unique, mais tous sont isomorphes a I'image. C'est la forme géométrique du théoreme du rang.

Corrigé de I'exercice 15 : Endomorphisme de carré nul

1. Soit vy = f(&) € Im f . Alors f(y) = f2(x) = 0.Donc Im f C ker f.

2. D'aprés laquestion1, rg f < dim ker f . Le théoréme du rang donne
rg f +dimker f = 3.Donc 2rg f < 3,s0it rg f < 1.Comme f?é 0,ona
rg f = 1. Ainsi, rg f =1 et dimker f = 2.

3. Pour flz,y,2) = (20,0),ona f(flz,v,2) = f{z0,0) = (0,0,0). Le noyau est le
plan z = 0, et limage est la droite Vect(e;).Onabien rgf =1, dimker f = 2
et Im f C ker f.

4. Comme u ¢ ker f,ona flu) ?é 0.Deplus, f{uw) € Im f C ker f.0Oncompléte la
famille libre  (f{w}) enunebase (f{w), v) de ker f, quiest de dimension 2. Montrons que
(u, f{w), v) estlibre. Supposons @ w =+ b f{u) +c v = 0.Enappliquant f, on obtient
a flu) = 0,car f2(w) =0et fluy=0.Donc a =0.llreste bflu)+cv =0,
d'ol b = ¢ = 0.La famille libre (u, f{u), v) a3 vecteurs : c'est une base de [R3.

Corrigé de I'exercice 16 : Anneau L(E) et polynome annulateur

1. Posons  pq(z;y) = (£,0), polz,y) = 0, y) et olz,y) = (y, z). D'une part,
bye 5{35: y:l = (y, D:'- D'autre part, @ © Pl{i?, y} = {D, 35‘:1 . Ces applications different. Donc
P{ et ¢ ne commutent pas, et P;° Py = 0 avec Py ?‘3 0 et Pq ?é a,

2.0na f2_3f = —2idg.donc fo(3idg — f) = 2idg . Les deux facteurs
commutent, car ce sont des polynémes en  f . Ainsi,

fo%(SinE—fl} = 1Bidg - f)o f = idg.Donc f € GL(E) et
ft=g5idg-351-



3. On calcule {f—idE}g = f3_2f+idE.Or fg = 3f —21d g . Donc
(f - idEj2 = f —idg . Ainsi, f —idg estun projecteur.

4. Posons p = f —1d g . Clestun projecteur, donc B = ker p & Im p, avec
ker p = ker(f —idg) .Deplus, Im p = ker(p —idg) = ker(f —2idg) . Donc
B = ker(f —idg) @ ker(f —2idg) . Concrétement, tout & s'écrit

z=Qz-fe)+(f0-2.

5.0na fi(z,y) = flz, £ +2y) = (z, 3z + 4y) . Parailleurs,
3f(z, y) — 2(x, y) = (z, 3z 4 4y). L'hypotheése est donc vérifiée. Ensuite,
flz,y) = (z,v) équivautd = +vy = 0,et flz,y) = 2(x,v) équivauta = = 0.
Donc ker(f —id) = Vect((l, -1)) et ker(f —2id) = Vect((0, 1)).

Corrigé de I'exercice 17 : Rang d'une composée

1. D'unepart, Im({ge f) = g{Im f) C Img,donc rg(ge f) < rg g.Dautre part,
g{Im f:l est I'image de I'espace  Im f par une application linéaire. Sa dimension est donc au

plus dim Im f.Ainsi, rg{go f) < min(rg firg g).

2. Si @ estinjective, sa restrictiona Im f estinjective. Elle réalise donc un isomorphisme de
Im f sur g{Im f),dou rglgoe f)=rgf.Si f estsurjective, alors
Im(go f) = g(F) = Im g . Le rang est donc invariant par composition avec une
injection a gauche ou une surjection a droite, en particulier avec un isomorphisme.

3. Notons g/ larestricionde 9 & Im f .Sonimageest Im{g e [}, etson noyau est
ker g M Im f . Le théoréme durang donne rg f = dim(ker g N Im f) +rglge f).
or dim(ker g M Im f) < dimker g = dim F' —rg g. Donc

rg(gof) 2 rgf+rgg—dimF.
4. On applique la question3avec f = g = h et F = FE .On obtient

0=rglhoh) >2rgh—n.Donc rgh < T .O0nretrouve le résultat de I'exercice 15
pour 1 = 3.
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corriaé de I ice 18 : N ‘i e f et de f .

. Si fle) = 0,alors f2(x) = f(0) = 0.Ensuite, f2(x) = F(f(z) € Im f.Donc
ker f C ker f2 et Im f2 ¢ Im f.

. Le théoreme durang donne dim ker f +rg f = n = dim ker fg +rg fg.Avec les
inclusions de la question 1, ker f = ker fﬁ équivauta dim ker f = dim ker fﬁ . Cela
équivauta rg f = rg fg,puisé Im f = Im fz. Les deux égalités sont donc
équivalentes.

. Supposons ker f = ker f2.Soit x € ker f NIm f,avec = = f(y).Alors

fg(y) = f(z) = 0,donc y € ker fg = ker f et = = f(y) = 0. Réciproquement,
supposons ker f N Im f = {0}.Soit z € ker f2.Alors f(z) € Im f et

f(fz) = 0,donc f(x) € ker f NIm f.Ansi f(z) = 0.Donc ker f = ker f2 si
et seulementsi ker f N Im f = {0}.

. Par le théoréme du rang, dim ker f + dim Im f = n . Dans ce cas, une somme directe est
égalea E des que l'intersection est nulle. Donc les conditions précédentes équivalent a

E =ker f @Imf.

. Pour @ del'exercice 3, onavuque ker ¢ = Vect(X) et Im ¢ = Vect(l, X2) sont
supplémentaires. De plus, fpg{ﬂ + 60X + CXE} = a4 cX?, donc
ker 2 = Vect(X) = ker . Enrevanche, pour la dérivation D sur Ri[X],ona
ker D = Im D = Rg[X],et D2 = p.Dans ce second cas,
ker D ?é ker D? = R1[X ], et la somme n'est pas directe.

Corrigé de l'exercice 19 : Somme de deux projecteurs

1. Développons, en prenant garde a I'ordre des facteurs :

':P+E’:'2:PE—FPOQ—FQOP—FQE=p—|—D—|—D—|—q.Donc r + g estun
projecteur.

2.Si (p+ q}g = p + g, le méme développement donne p © g + g o p = 0.Encomposant &
gauche par P',onobtient pog 4+ pogeop = 0.Encomposant a droite par P, on obtient

pogop—+qgop = 0. Parsoustraction, P28 = g © P Enfin, la relation de départ
devient 2 peg =0.Donc peg=gop =20,



3. D'abord, Im{p + g) C Im p + Im g.Réciproquement, soit ¥ = p(a) + g(b) . Alors
(p+9)(v) = p(@ + pa(d) + a(p@) +q(b) = y .Donc y € Im(p +g}. La somme
estdirecte:si £ € Im p N Img,alors = = p(z) = pg(z)) = 0. Ensuite,
ker p Mker g C ker(p + q) estclair. Si (p + g){(z) = 0, on applique P :
p(z) + plg(z)) = plr) = 0.Deméme, g(r) = 0.Donc Im{p+¢) =Imp@Img
et ker(p+gq) = ker pnkerg.

Point de méthode : dans L({E), on ne simplifie jamais pog+gopen 2 pog sansavoir
prouvé la commutation.

Corrigé de I'exercice 20 : Commutation avec un projecteur

1. Supposons feop =pef.Si x € Imp, alors p(flz) = f(plz) = flz), donc
flz) € Imp.Si = € ker p,alors p(flz)) = f(plz)) = 0,donc f(z) € ker p.
Réciproquement, supposons les deux sous-espaces stables. Ecrivons = = a + b, avec

a €Impet b€ kerp.Alors f(p(x) = fla) . Deplus,

P':f'(ﬂ-”*:':' = P{f@} + P{f{@' = f{b‘&} +0.Donc fop = peof sietseulementsi
Im p et ker p sont stables par f.

2. Ici, Tmp = Vect((2, 1)) et ker p = Vect((1, 1)) . Une droite est stable par f si et
seulement si I'image de son vecteur directeur lui est colinéaire. Donc  f commute avec P si et
seulementsi f(2,1) = «(2,1) et f(1,1) = B(1,1).0r

(z,9) = @ -2 1) + (== +2y)(1,1). Donc
fle,y) = (20 - Bz + 28 — 29y,
fo = Bz + (2 - o)y)

,avec o, 5 € R.

3. La question précédente montre que f = a p + S{id — p) . En effet,
plz,v) = z —w(2, 1) et (id - plz,y) = (—z + 2y)(1,1) . L'ensemble cherché est
donc Vect{p, 1d — p:l . Ces deux projecteurs sont non nuls et d'images distinctes, donc non
colinéaires. C'est un sous-espace de K,{IRE} de dimension 2.

Corrigé de I'exercice 21 : Applications linéaires nulles sur un

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

sous-espace

1. L'application nulle appartienta W .Si f,g € W et X € R,alorspourtout a € A,
(A f + g)(@) = 0.Donc W estun sous-espace vectoriel de L(F, F').

2. La restriction est linéaire. Elle est injective : si f € W et f|B = 0, alors f estnulle sur
A etsur B ,doncsur A + B = FE . Elle estsurjective : soit g € L({B, F').On pose
fla 4+8) = g(b) pour a € A et b € B . Cette définition a un sens car la décomposition

est unique. De plus, f est linéaire, nulle sur A , et f|B = @.Donc £ estun
isomorphisme.

3.0na dim B = n — k. Par conséquent, dim W = dim £L(B, F) = (n — k)m .

4. Ici, n =3, k=1et m = 2,doncladimensionvaut 2 x 2 = 4 .0On prend
B = Vect(eq,eq) : f estdéterminée par f(ey) et fley), puis
fleq) = —f(e) — f(ey) . Une base est formée des applications (z — z,0),
I:y—z][:ljl, ':D!*ﬁ_z:' et I:D!y_z:l'

Corrigé de l'exercice 22 : Probleme : I'opérateur de différence
et la somme des carrés

1. Lalinéarité vientde (AP + Q) (X +1) = X P(X 4+ 1)+ Q(X +1). De plus,
deg A(P) < 3 si deg P < 3. Oncalculeensuite: A{l) =0, A(X) =1,
A(X?) = 2X +1.Enfin, A(X3) = (X +1P° - X3 =3X243X +1.

2. Soit P = a4 Xd 4 ..., avec g ?é 0et d > 1.Parlaformule du bindme,
(X + 1}‘:;'r _xd = g xd=1 1 . Lestermes de degré inférieur de P donnent des

différences de degré au plus d — 2. Donc A(P) a pour terme dominant d a, Xd=1 et
deg A(P) =d—1.

3. Les constantes sont dans le noyau. Réciproquement, si deg F > 1, 1a question 2 montre que
A(P)+# 0.ponc ker 4 = Ro[X].

4. Le théoréme durangdonne rg 4 = 4 —1 = 3 | De plus, la question 2 montre que
Im A C Ry[X], espace de dimension 3. Par égalité des dimensions, Im 4 = Rp[X].



5. Comme X2 ¢ Im A, ilexiste Pg telque A(Pp) = X 2. Le polynéme
P = FPy- PD{D:I convient, car A annule les constantes. Pour 'unicité, deux solutions
different d'un élément de ler A , donc d'une constante, nulle car les deux s'annulenten [J.
Cherchons P = g X%+ bX2 + X . Daprés la question 1,
A(P) = 3a X2 + (3a 4+ 2b)X + (@ + b + ¢) . On obtient g = % ,puis b = —% , puis

3 2 — —
c:%.Doncngx —BBX + X _ XX lé(EX )

6. Pour tout entier k,ona Pk 4 1) — P(k) = k2. Par télescopage,

i) n
Y k2=Pr+1)-P0O =Phr+1) . ponc » k%=

nln + 1)(2n + 1)
6 .

7.0na A%(X3) = A(3X2+3X +1) =3(2X +1)+3 = 6X +6, puis
dB{XE} — 6 .Donc A3 f,é 0 . Ensuite, chaque application de A fait baisser le degré d'une
unité, ou donne 0. Par conséquent, A%(P) = 0 pourtout P € R3[X].Enfin,
Im A2 = A(Im A) = A{Re[X]) = R1[X ], d'aprés la question 2 appliquéea 1, X
et X2 Ainsi, A% =10, dg?é 0 et rg{.’t2 = 2.

La figure ci-dessous illustre la question 6. Les points  (rn, 02 +... 4 (n — 1}2) sont sur la courbe de
P, et chaque saut vertical vaut un carré.

—— P(x)=XXx-Lx-1
60 -
® (n,02+1%+.-+(n—-1)?%
50 1
40 A
™30
20 A
10
0+ ®
0 1 2 3 4 5 6
X
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