Corrigés des exercices de maths en L1

Applications linéaires

Corrigé de I'exercice 1 : Linéaire ou non linéaire

1. Soient w = (z,vy, 2), v = (z/,y/, ') et A pu € R.Lapremiere coordonnée de
FOutpvvar As+ps)-20y+py)+(Az+psz), soit
Mz — 2y + z) + p(x’ — 2y’ + 2'). De méme, la seconde vaut 3A y + 3 /. Donc
fl(}n u+pu) = A fll:’t&:l + fll:’U:l. L'application fl est linéaire.

2.0na f,(0,0) = (0,1) = (0, 0) . Or une application linéaire envoie le vecteur nul sur le vecteur
nul. Donc fg n'est pas linéaire.

3. D'une part, fgl:ﬁ (1, 1) = fE{E, 2) = 4. D'autre part, 2 f31:1, 1) = 2. L'homogénéité est
donc en défaut. L'application fB n'est pas linéaire.

4. Soient P, € Ry[X ] et A, u € R. La dérivation est linéaire, et I'évaluation en un point
aussi. Ainsi,
FAOP+uQ) = APQ+uQQ - AP O -p@ O = AF4(P) + 4 £,@.
L'application f% est une forme linéaire.

5. D'abord, si g est continue, alors x — = g(x) est continue comme produit de fonctions
continues. Donc [ est bien a valeurs dans  C([0, 1], R). Ensuite, pour tout , on a
(A g+ phz) = Az glr)+ ux hlz) . Donc
fE{}m g+ph) =X fE(g:l + fS{h:l .L'application [ est linéaire, de I'espace dans
lui-méme : c'est un endomorphisme.

6. Ona det g = let det(21g) =4 ?é 2 det Iy . Le déterminant n'est pas une
application linéaire sur My(R) .

Point de méthode : tester (0} puis f{2x) élimine la plupart des applications non linéaires en une
ligne.
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Corrigé de I'exercice 2 : Différence finie sur les polynomes de
degré 2

1. Si deg P < 2,alors deg P(X 4+ 1) < 2 .Donc u(P) € Ry[X].Ensuite, pour P,Q
et A, i réels, la composition par X -+ 1 est linéaire :
(AP+p@(X +1) =2 PX +1) 4 u QX 4 1). Par différence,
(AP 4+ 1 @) = Au(P)+ pu(@). Ainsi, u est un endomorphisme de Ry[X].

2. Oncalcule u(l) =1-1=0,puis uw(X) = (X +1)— X = 1.Enfin,
u(X2) = (X —|—1j2 — X2 =9X +1.0nobtient u(l) =0, u(X)=1 et
u(X2) = 2X +1.

3.S0it P =a+4bX +cX2.Parlinéarité,
uP)=b-14c2X +1) = (b +¢) + 2cX .Donc u(FP) = 0 équivaut
b4+c =0 et 2c =0, cestadire b = ¢ = 0.Parconséquent, ker u = Rg[X ], de
base (1}.

L'image est engendrée par les images de la base {1, X, XE) . Donc
Tm u = Vect(0,1,2X +1) = Vect(1,2X +1).0r X = 3(2X +1) — 1) , donc cet
espace contient 1 et X .Finalement, ker u = Rg[X] et Im u = Ri[X], de base
{1, X} .

4. 0na dimkeru +rgu =142 =3 = dimRy[X], conformément au théoréme du
rang. Le noyau n'est pas réduita {0}, donc  n'est pas injectif. De plus, X2 ¢ Im u .
L'endomorphisme % n'est ni injectif ni surjectif.

Corrigé de I'exercice 3 : Noyau et image d'un endomorphisme
de l'espace

1. Chaque coordonnée de f{:l:, U, z:l est une combinaison linéairede =, ¥ et z.Pour U,V
et A, 4, on vérifie donc coordonnée par coordonnée que f{A u + pv) = A flu) + u flv).
Ainsi, | estlinéaire.

2. Onrésout flr,y,z) = 0,50t £—y =0, y—z=0e z—x = 0.Cesysttme



équivauta T = ¥ = Z . Donc ker f = Vect((1,1,1}), et ({1,1,1)) en est une base.

3. Pourtout (x, v, Z), la somme des coordonnées de  f(x, v, z) vaut
(r —y)+ (v -2+ (z—2) = 0.Donc Im f C P.Ensuite, le théoréme du rang donne
rg f =3 —dimker f =2.0r P estunplan,donc dim P = 2 .Un sous-espace
inclus dans P et de méme dimension lui est égal. Par conséquent, Im f = P,

4. Soit (1,1,1) unvecteurde ker f quiappartientaussia P .Alors 3% = 0, donc
t =0 .Ainsi, ker f NIm f = {0}.Deplus, dimker f +dimIm f =142 =3,
Donc R3 = ker f @ Im f . La figure ci-dessous montre la droite ker f qui perce le plan
Im f enlorigine seulement.

kerf=Vect(1l,1, 1)
Imf:x+y+z=0

Point de méthode : une inclusion et une égalité de dimensions suffisent pour prouver I'égalité de deux
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sous-espaces de dimension finie.

Corrigé de I'exercice 4 : Injectivité et équation de I'image

1. L'application f est linéaire, car ses coordonnées sont linéaires en {:t:, y} . Résolvons
flz,y) = 0.Lleséquations £ + 2y = Oet = —1 = 0 donnent, par différence,
3y = 0.Donc ¥ = 0,puis £ = 0.Ainsi, ker f = {0}. D'apreés la caractérisation
par le noyau, | estinjective.

2. Le théoreme durangdonne rg f = dim R? —dimker f = 2.0r dimR3 = 3.Donc
rg f = 2<3,et f n'estpas surjective.

3. Soit I:r:;, b, c} € R3 . Ce vecteur est dans I'image si et seulement si le systtme = + 2y = a ,
3r+4y =b, T —Y = C admet une solution. La premiére et |a troisiéme équation

— ¢ o+ 2c

donnent 3y = a —c.Ainsi, ¥ = 'ﬁT et r =c+H+y = 3 . Reportons dans la

deuxieme équation :
3r + 4y = (a+20)+T:T+

Le systéme est donc compatible si et seulementsi 7o + 2¢ = 3b . Une équationde Im [
est Ta —3b -+ 2c = 0 .On vérifie d'ailleurs que  f(1,0) = (1,3,1) et
f(0,1) = (2,4, —1) satisfont cette équation.

4, Pour {1, 1, —2} ,ontrouve 7 —3 —4 = (0. Ce vecteur appartient donc a I'image. Les formules
précédentes donnent Yy = % =1 et 1 = % = —1.0On vérifie :
fl-1,1) = (1, -3+ 4,-2) = (1,1, —2). L'unique antécédent est (—1,1) ; il est

unique car | est injective.

Corrigé de I'exercice 5 : Opérations sur deux endomorphismes




du plan

1. Oncaleule  f o g(z,y) = flz,0) = (0,2) et go flz,y) = 9(y, z) = (y,0). Par
exemple, en (1,0}, onobtient (0,1) d'uncotéet (0,0) del'autre. Ainsi, fogs# gof :
la composition n'est pas commutative.

2. Par définition des opérations dans L(R2),ona (2f — g)(z, v) = 2(y, ) — (z,0). Donc
@f -9 y) = Qv - z,29).

3. D'abord, f o flz,y) = fly,x) = (zr,vy),donc f o f = Id.Ensuite,
gog{z,y) = glr,0) = (z,0) ,donc §°9 = §.Llarelation f o f = Id montre que
f estbijective. Par conséquent, [ est un automorphismeet f—1 = f.

4. 0na A{z,y) = (0,z),donc hohlzr,y) = A0, z) = (0,0) . Ainsi, hoh = 0 alors
que A ?é 0. Dans L{IRE} , un produit de composition peut étre nul sans qu'aucun
facteur ne le soit.

Corrigé de I'exercice 6 : Application définie par l'image d'une
base

1. Cherchons a, b, ¢ réelstels que @ iy + b Ug + € Ug = (z, y, Z) . Ce systéme s'écrit
a+b+c=x, b+c= w et ¢ = Z .llesttriangulaire, et sa solution unique est
c =z, b= y —z, & = I — U Chaque vecteur s'écrit donc de fagon unique dans la
famille. La famille (ul, U, ug) est une base, et

@ y,2) =@ -yu +(v-2uy+zu;.

2. Le théoréme de détermination par I'image d'une base assure I'existence et I'unicité de f . Par
linéarité, on obtient :

fo,y,2) = (z—y)(1,2)+ (y —2)(0,1) + 2(3, 1).

En développant, la premiére coordonnée vaut = — ¥ 4+ 3z . La seconde vaut
floyy,z) =@ —y+3z

1 A
. On contréle que
:2$ - y:l

2r —2y+vy—z+2z=2r —vy.Donc
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LY =31,

3. L'image contient (1,2) et (0,1}, qui ne sont pas colinéaires. Donc rg f = 2,et f est
surjective. Le théoréme durang donne dim ker f =3 -2 =1.0r
f(3,6,1)=(3-64+36-6)=1(0,0).Donc rg f = 2 et
ker f = Vect((3,6,1)).

4. Onremarque que (3,2) = (1,1} 4+ (2,1).Si ¢ était linéaire, on aurait
9(3,2) = g(1, 1)+ g(2,1) = (1,00 + (0,1) = (1,1) . Oronimpose g(3,2) = (1,2).
Une telle application linéaire n'existe pas. En effet, les trois vecteurs imposés ne forment pas
une base, donc leurs images ne sont pas libres de choix.

Corrigé de l'exercice 7 : Théoreme du rang en dimension 4

1. Oonobtient fle) = (1,1,2), fleg) = (1, -1,0), fleq) = (1,1,2) et
fleg) = (1, =1,0) .ponc Im f = Vect((1,1,2), (1, -1, 0)) . Ces deux vecteurs ne sont
pas colinéaires. Par conséquent, rg f = 2.

2. Le théoréme du rang donne dim ker f = 4 —2 = 2, Résolvons maintenant
flz,y, 2,%) = 0. La troisitme équation donne z = —& . La premiére devient alors
y+1t =0, etladeuxitme —y —1t = 0, qui est la méme. Ainsi,
ker f = {(z,y, -z, —y)} . Une base de ker f est ((1,0,-1,0),(0,1,0, -1} : ces
deux vecteurs engendrent le noyau, et ils sont libres.

3. Les deux générateurs vérifient larelation ¢ = a + b .Eneffet, 2 =1+1et 0 =1—-1.Le
plan d'équation ¢ = a + b contientdonc Im [, etil est de dimension 2 = rg f.Donc
Im f apouréquation ¢ = a +b,et [ n'estpas surjective : par exemple, (0,0, 1)
n'est pas atteint.

Corrigé de I'exercice 8 : Un endomorphisme de polynémes
inversible




1. Si deg F < n, alors deg =4 <n-—1.Donc P + P e IRH[X] . De plus, la dérivation
est linéaire, donc u = Id + I I'est aussi. Ainsi, % est un endomorphisme de R, [X].

2. Soit P nonnuldedegré d.Ona deg Pl <d (avec p/ — gsi d = 0).Donc
P + P! ale méme terme dominant que P ,et deg u{P) = d . En particulier,
u(P) ?é 0. Par conséquent, ker u = {0}.

3. L'endomorphisme % est injectif, et R,,[X] est de dimension finie 7 + 1. D'aprés le corollaire
du théoréme du rang, un endomorphisme injectif en dimension finie est bijectif. Donc & est un
automorphisme de R, [X].

4. Posons P = gX2+bhX + c.Alors P—|—P":aXE+{b+2a}X—|—{c—|—b}.L'égalité
avec X2 donne g = 1,puis b = —2,puis ¢ =2.0Ontrouve P = X2 _9X 19
.Onvérifie: X2 _9X +2492X —2 = X2.

5. Soit @ € Ry[X].Ona:

n n+1

= 3 (0Fe® 4 32 (Fel = 32 (Fel - 3 -1k,

Les termes d'indice 1 a 7 se simplifient. Il reste G — (_1}”+1 Q':ﬂ"‘l) . Or Q(”+13' =0
car deg@ < 7 .Donc % ow = Id.Comme % est bijectif, on compose & gauche par
w—Ll.llvient 3 — ¢ —1.Pour n = 2, on retrouve ’iL.'l:_X_E:I = X2_92X +72.

Corrigé de I'exercice 9 : Dimension infinie : les équivalences

tombent

1. La dérivation est linéaire: (A P + p Q}" =P 4 7 Q’. De méme,
XAP+u@Q)=AXP+ uXQ . Ainsi, D et M sontdes endomorphismes de
RIX].

bl
2. Soit & = Z br X* Lepolynsme P = k+1Xk+1 vériie P/ = @ . Donc
k=0 k=
D est surjectif. En revanche, (1) = 0, donc ker D # {0}. L'endomorphisme D est

surjectif mais pas injectif ; son noyau est I'ensemble des constantes.
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3.Si XP =0,alors P = (:en effet, si P?é 0, on aurait
deg(XP) = deg P +1 > 1.Donc M estinjectif. De plus, tout polynéme X P s'annule
en (. Par conséquent, le polynéme constant 1 n'est pas dans I'image. L'endomorphisme
M est injectif mais pas surjectif.

4.0na D(M(P) = (xP) = P+ XP' et M(D(P) = XP' . Donc
DoM-MoD = Id[R[X].

5. La restriction Dy, envoie Ry,[X] dans R, _1[X] C Ry[X]. Sonnoyauest Rg[X], de
dimension 1 .Le théoréme durangdonnedonc rg D, = (n +1)—1 = n, et
Im D, = R,_1[X]. Ainsi, D, n'est ni injectif ni surjectif. C'est cohérent avec le cours
: en dimension finie, un endomorphisme est injectif si et seulement s'il est surjectif. Les deux
propriétés tombent donc ensemble. En dimension infinie, au contraire, 13} et & montrent que
I'équivalence est fausse.

Corrigé de I'exercice 10 : Composée nulle et endomorphisme de

carré nul

1.Ona gof =0 sietseulementsi g{f(x)) = 0 pourtout & € F.Autrementdit, g
s'annule sur tous les vecteurs de la forme  f(z) .Donc go f =0 & Im f C kerg.

2. Appliquons la question 1 avec f = g = u.Onobtient Im wu C ker u,donc

rg u < dim ker u. Le théoréme durang donne dim ker «w = n —rg wu . Ainsi,
rg w < n —rg u . Finalement, rg u < %

3. Oncalcule ululz, vy, 2z, t)) = ulz,£,0,0) = (0,0,0,0) .Donc w ou = O.Deplus,
Im v = {(z,t,0,0)} = Vect(e},e,) Ainsi, rgu=2= % : l'inégalité est une

égalité.

4. Pour m = 3, l'inégalité donne rg u < % . Comme le rang est entier, g u < 1.1l n'existe

donc aucun endomorphisme de [R3 derang 2 et de carré nul.



1. Pourtout = € E,ona g{f{z]) € Im g.Donc Im{go f) C Im g .En passant aux
dimensions, on obtient rg{go f) <rgg.

2. Notons §:Im f — G larestriction de 9. Elle est linaire. Son image est
g(Im f) = {g(f(z) |z € B} = Im(g o f). Le théoréme du rang appliqué 8 § donne :

rg f=dimIm f =dimkerq +rg(go f).

Par conséquent, rg(gof) <rg f.

3. Si g estinjective, alors ker g C ker g = 10} . La formule précédente donne
rglgof)=rg f.Si [ estsurective,alors Im f = F' et § = g.Donc
Im(go f) =Im g.Onobtient rg(go f)=rg { dansle premier cas et
rg{g o f) = rg g dans le second.

4. 0na rga < dimR?% = 2. D'aprés la question2, rg(boa) < 2<3.Donc boa nest
pas surjectif. Ainsi, b o g n'est jamais un automorphisme de [R2.

Corrigé de I'exercice 12 : Reconnaitre un projecteur du plan

1. L'application P est linéaire. On calcule ensuite p{p(z, yj) = p(2z — 2y, T — y). La premiére
coordonnée vaut 2(2x — 2y) — 2(r — y) = 22 — 2y . La seconde vaut
2z —2y)—(r—y) = —vy.Donc PO°P = P,et P estun projecteur.

2. 0na plzr,y) = 0 sietseulementsi T = ¥ .Donc ker p = Vect({1,1}} . Parailleurs,
plr,y) = (x —y)(2,1), donc Im p = Vect((2, 1)). Ainsi, P est la projection sur la
droite Vect((2,1)) parallelement a la droite Vect({1, 1}).

3. Ontrouve p(1,3) = (2—-6,1-3) = (-4, —2) . Ensuite, (1,3)— (-4, -2) = (5,5),
qui appartient bien & ker p.Donc (1,3) = (-4, -2} + (5,5), avec (—4,—-2) € Im p
et (5,5) € ker p. La figure ci-dessous montre cette décomposition : on descend de % vers
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I'image en suivant la direction du noyau.

Imp = Vect(Z, 1)

4. La symétrie associée est s = 2p — Id . Donc
s(z,y) = (e — 4y — 2,2z — 2y —y) = (3z — 4y, 2x — 3y). Vérifions : la premiére
coordonnée de  s(s(x, y)) vaut 3(3z —4y) — 4(22z — 3y) = x . La seconde vaut
2(3z —4y) —3(2z —3y) = v.Donc s(z,y) = (3z — 4y, 2z — 3y) et
sos =1Id.

Corrigé de l'exercice 13 : Une symétrie de l'espace

1. Les coordonnées de = sont linéaires, donc s est linéaire. Ensuite, les deux derniéres
coordonnées de  s(s(x, v, z)) valent ¥ et z.La premiére vaut
—(—z -2y —2z)—2y—2z = r.Donc sos = Id.



. Dunepart, s(z, vy, z) = (z,y, 2) équivautda —z —2y —2z = z,s0it £+ Yy +2z =0,
D'autre part, s(z, vy, z) = —(r, vy, 2) équivautad —x —2y —2z = —x, ¥ = —Y et
z = —z .Celarevienta y = z = 0. Ainsi, ker(s —Id) = P et ker(s +1Id) = D

. D'apres le cours, une application linéaire vérifiant s o 5 = Id est la symétrie par rapport a
ker(s — Id) parallelementa ker(s + Id).Donc s est la symétrie par rapport au plan
P parallelement a la droite 1.

. Le projecteur associé est p = %(5 + Id). On obtient plz, vy, 2) = (—Eyg— 2z

plz, v, 2) = (~y—-2,9,2).

1y, z’) . Donc

.Oncaleule p(1,1,1) = (-2,1,) et s(1,1,1) = (-1-2-2,11). Ainsi,

p(1,1,1) = (-2,1,1) et s{1,1,1) = (—5,1,1).0n contréle que

(1,1, = (=2,1,1)+(3,0,0) ,avec (~2,1,1) € P et (3,0,0) € D.Commele
montre la figure ci-dessous, s(1,1,1) s'obtient en retranchant (3,0,0) & p(1,1,1).

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

pointillé : direction de D = Vect(1, 0, 0)

Corrigé de I'exercice 14 : Transposition et matrices
symétriques

1. La transposition est linéaire : (A M + u N}T =2MT 4+ 4 NT.Donc T estune
somme d'applications linéaires. Ainsi, T' est un endomorphisme de M () .

2.0na T(M) =0 sietseulementsi AfT — —pf,clest-a-dire M € Ay . Une matrice
antisymétrique d'ordre 2 a une diagonale nulle et s'écrit ([Haa;r?] D_f:gi 0 ) . Donc

ker T = Aq = Vect([l"-,.a,aji’?] U_iﬁcgi D) , de dimension 1.



3. Pourtoute M ,ona T{M}T =mMT 1A= T(M).Donc Im T C &3.Lethéoréme
durangdonne rg T =4 —1=3.0r &7 admetpourbase (F11, Eqy, B1qg+ Eq1),
donc dim &3 = 3. Par inclusion et égalité des dimensions, Im T = &9,

4. On calcule p(p(M)) = %(M +MT (M + MT)T) = % -2(M + M) = p(br).
Donc P estun projecteur. Son image et son noyau sont ceux de I" . Ainsi, I estla
projection sur &9 parallélement a .Ag.

5. La partie symétrique est § = p(M ) = %([Rra@r?] g g g ,}) La partie antisymétrique est

A=M-5.

5= (o) 4= (o 57

Onabien M = 5 4 A ,avec S symétrique et 4 antisymétrique.

Corrigé de I'exercice 15 : Hyperplans en dimension 4 et

polynémes

1. L'application ¢ : {:J:, Y, Z, t} — & + 2y — z 4 £ est une forme linéaire non nulle, puisque
@(ey) = 1.ponc H = ker ¢ estun hyperplan, de dimension 3. Ensuite, un vecteur de
H vérifie z = £ + 2y + . lsécritdonc «(1,0,1,0) + (0,1, 2,0) + £(0, 0,1, 1} .
Cette famille engendre H ; elle comporte trois vecteurs et dim A = 3. Donc
(1,0,1,0)(0,1,2,0), (0,0,1,1}) estune basede K .

2. 0na (1,0,0,0) =1 ?é 0,donc {1,0,0,0) ¢ H . D'aprés le cours, toute droite engendrée
par un vecteur hors de I'hyperplan en est un supplémentaire. Ainsi, % = & 4 D.

3. L'évaluationen 1 est linéaire. De plus, (1) = 1,donc ¢ ?‘3 0 . Par conséquent,
K = ker ¢ estun hyperplande R,[X], de dimension 7.

4. Chaque {X — 1:1 X% sannuleen 1, donc appartienta K . Ces polyndmes sont de degrés
1,2,..., 1, deux a deux distincts. Une famille de polynémes non nuls de degrés distincts est

libre. On a donc 71 vecteurs libres dans A , qui est de dimension 7. La famille est une base
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de K .Enfin, le polynéme 1 n'estpasdans K ,car (1} = 1.Donc
Rp[X] = K & Ro[X].

5. Notons (P) = P(0) P(1).0ona (1) = 1 mais %(2) = 45 2(1). L'application 1}
n'est pas une forme linéaire.

Corrigé de I'exercice 16 : Formes linéaires et intersection
d'hyperplans

1. Posons H = ker ¢ . Cest un hyperplan, car ¢ ?é (0 . Choisissons @ ¢ H ;alors

w(a) ?é 0 et E = H @ Vect(a).Posons X = %. La forme 1 — A ¢ estnulle sur

H ,car H C ker i) .Elle est aussi nulle en @, par choix de } . Une application linéaire nulle
sur deux sous-espaces supplémentaires est nulle. Donc 1,!) = A @w.

2. Notons fp{ﬂ:, Y, 2:} — x —1y + 2z . Leplandonnéest ker ¢.Uneforme 1 s'annule surce
plan si et seulement si ker ¢ C ker t) . D'aprés la question 1, c'est équivalenta ' = A . La
réciproque est immédiate. Les formes cherchées sont les (z, v, z) — Az —y + 2z},
avec A £ R.

3. L'application & : B —s K2 estlinéaire, et ker ¢ = H1 M Hy. Montrons que rg & = 2,
D'abord, Im & ?é {0}, car ¢ ?é 0 . Supposons par l'absurde g € = 1. Alors
Im ¢ = Vect((a, 8) avec (a, 8} (0,0). Pourtout «, le vecteur (p(z), Y(z)) est
colinéaire a (o, B}, donc BB () — o 1(z) = 0.
Si o = 0,alors ,3% 0 et ¢ = 0 :c'estabsurde. Donc of?é 0 et P = g(p.Comme
1,.&% 0,ona ,B?é 0,etdonc ker 1h = ker . Cela contredit Hl?é Hq . Par
conséquent, rg ¢ = 2. Le théoréeme du rang donne dim(H1MN Hy) =n—-2.

4. lesformes £ + vy + 2+t et & —y + 2 — T nesont pas proportionnelles, donc les
hyperplans sont distincts. En additionnant puis en soustrayant les deux équations, on obtient
r+z=0e y+%=0.Unebase de l'intersection est {{1,0, —1,0}, (0,1, 0, -1},
et I'on retrouve bien la dimension 4 — 2 = 2.



corriaé de I ‘e 17 : Suites d ¢ des i

itérés

1. Soit & € Nz . Alors fk+1{a:} = f{fk(a:]) = f{0) = 0,donc = € Ng41. Ensuite, soit
y = fk"'l(a:) € Tp41 . Onécrit y = fk(f(a:jj ,donc ¥ € I .Ainsi,
Np C Nipy1 et Tpqp1 C Ip,

2. Notons dg = dim IV . Cette suite est croissante et & valeurs dans  {0,. . ., } . Supposons
que dig+1 > dgp +1pourtout & € {0,...,n} Alors dpy1 2 dp+n+l=n+1,ce
qui est absurde. Il existe donc k& < n avec dp = dg+1.Avec linclusion Np C Npig
,onobtient N = Ng41.

3. Supposons N = Ng41.Soit & € Ngyn . Alors fk"'l{f{a:)] = 0, donc
flz) € Npy1 = Ny . Ainsi, fk{f{x}} = 0, c'est-a-dire £ € INg41.Donc
Nipya C Npiy1, etl'autre inclusion est connue. Par récurrence, Nj = Ny pour tout
72 k.

4. Le théoréme durang donne dim Iy = n —dim N ; Pour 7 > k,onadonc
dimI,;y1 =dimJI; or I541 C Iy Parconséquent, I; = I pourtout ;7 > k

5 Ona flz, vy, z) = (y, 2 0), puis fg(x, y,2) = fly,2,0) = (z,0,0),et f3=0.
Donc N1 = {y = z = 0} = Vect(ey).Ensuite, Ny = {z = 0} = Vect(e, e,) et

Ng = R3. Les rangs de f, fg et f3 valent respectivement 2, 1 et (0 ;icila
stabilisation a lieuaurang %, = 3 = n.

Corrigé de I'exercice 18 : Noyau et image supplémentaires

1. Le sens direct est la définition d'une somme directe. Réciproguement, supposons
ker f N Im f = {0}, etnotons n = dim E . La formule de Grassmann et le théoréme du
rang donnent :

dim(ker f +Im f) = dim ker f +rg f —0 = n.
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Donc ker f 4+ Im f = E, etlasomme est directe. Ainsi, F = ker f @& Im f
équivauta ker f NIm f = {0}.

2. Supposons ker f = ker f2.50it v € ker f NIm f ,avec y = f(z) . Alors
fglia::l = f{y} = [0,donc z £ ker fg — kerf .Ainsi, ¥ = fI::I?:l =0,
Réciproquement, supposons  ker f M Im f = {0}. Onatoujours ker f C ker fg . Soit
alors x € ker fg .Le vecteur f(x) estdans Im f etdans ker f,doncil est nul. Ainsi,
ker f NIm f = {0} & ker f = ker f2.

3. Onatoujours ker f C ker fg et Im fg C Im f.Parlethéoreme du rang,
dimIm f = n —dimker f et dimIm fﬁ = n —dim ker fg . Les deux images
sont égales si et seulement si leurs dimensions le sont, donc si et seulement si les deux noyaux ont
méme dimension. Grace aux inclusions, lker f = ker fg & Im f = Im fg .

4. Pour un projecteur P,ona p? = p,donc ker p? = ker p et Im p? = Im p. Le cours
donne aussi B = ker p @ Im p .Enrevanche, pour g(z,y) = (v,0),ona
ker g = Vect(e;) = Im g.Deplus, g2 = 0,donc ker g2 = R? ?é ker g . Les trois
propriétés sont vraies pour un projecteur et toutes fausses pour 9.

Corrigé de l'exercice 19 : Somme de deux projecteurs

1. On développe : {p-|-q:|2 —pl4pog+gop+gl.Avec p? = p, g2 =g etles
hypothéses, il reste p + g.Donc P + ¢ est un projecteur.

2. Le méme développementdonne P +g +peoeg+gop = p+4g,donc
pog—+geop =0, Composonsagauchepar P : pog-+pogeoep = 0. Composons
ensuite a droitepar P : pogop+gop = 0, Pardifference, P°9 = gOP En
reportant, on obtient 2 poeg = 0. Comme 2 ?‘3 0 dans [, on conclut que
pog=gop =20,

3. D'abord, Im{p +g) C Im p 4 Im g .Ensuite, soit ¥ € Im p.Alors p(y) = v et
a(y) = a(p(y) = 0.Donc (p+g)(y) = y.et y € Im(p +q).Ilenvade méme
pour Im g .Lasommeestdirecte:si ¥ € Im p M Im g, alors

y = p(y) = plg(y) = 0.

Pour le noyau, l'inclusion ker p Mkerg C ker{p + q) est claire. Réciproguement, si

plz) + g{z) = 0, onapplique P.llvient p(z)+ plglz)) = plr) = 0, puis glx) = 0.
Ainsi, Im{p+q)=Im p&Img et ker(p+g) = ker pNnkerg.



4. Ona POQGFJ’H:E:' = p{D,y,D} = 0 et qop(:]::y:z} = Q(J:JD:D) = 0. Donc
p+q:(z,y,2) = (z,y,0) estun projecteur. Son image est Vect(e;) & Vect(e,) . Son
noyau est Vect(en, e5) M Vect(e;, e5) = Vect(es). C'est la projection sur le plan
z = [ parallelement a I'axe Vect{eB} )

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme : endomorphismes de rang
1

1. Pourtout x,ona f{zr) € Vect(a) .l existe donc un scalaire @(x) telque flzr) = w(z)a.
Ce scalaire est unique, car @ ?é 0. Montrons la linéarité. D'une part,
flz+2v) = @lz + Ay)a Dautrepart, flz)+ A fly) = (plz) + A elv) a.
Comme a ?é 0, on identifie les coefficients. Enfin, ¢ ?‘3 0 ,sinon f seraitnulle,derang 0.
Donc % est une forme linéaire non nulle, unique.

2. Ona f(z) = O sietseulementsi w(z)a = 0,soit @(z) = 0.Donc ker f = ker ¢,
qui est un hyperplan puisque ¢ f,é 0 .Onretrouve dimker f = n —1,enaccord avec le
théoréme du rang.

3. Parlinéarité, f(f(z)) = flelx)a) = ¢(z) fl@) = @(z) pla)a.Donc fof = @) f.

4, Si QEJ{GL:I =1, alors fg = f,donc f est un projecteur. Réciproquement, si fg = f, alors
(pla)—1)f =0,et f ?é 0 impose (@) = 1.Deméme, f2 = 0 équivauta
pla) f = 0,soit (@) = 0.0rcelasignifie a € ker ¢ = ker f. Ainsi, f estun
projecteur si et seulement si (@) = 1, et f2 — ( sietseulementsi o € ker f .

5. Notons ¢ = @(@).Si ¢ = —1,alors (Id+ f)(@) = a+ca = 0avec a3 0.Donc
Id + f n'est pas injectif. Si ¢ ?‘é —1, on calcule, grace a fg =cf:

(d+fo(ld—r)=1d+ s - = 1a

En dimension finie, un endomorphisme qui admet un inverse & droite est bijectif. Donc Id + f

est un automorphisme si et seulement si (@) = —1, d'inverse Id — m f.

6.1ci, o =1(1,2,-1) et lr,y,2) = +y+z.0Ontrouve w(@) =1+2—-1= 2, donc
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f o f = 2f . En particulier, %f est un projecteur. Comme 2 ?é —1, I'endomorphisme
Id + f estinversible, d'inverse Id — % f .Notons § = = + 1y + . On obtient :

(Id+ ) Ha,y, 2) = (22

—2x +y— 2z

) 3 j

r+y+4z
13 .

Par exemple, (Id + f)(1,0,0) = (2,2, -1}, et la formule renvoie bien (1,0,0).

Point de méthode : un endomorphisme de rang 1 s'écrit toujours = — QDI::F:I @ ; la relation
fg = la) f régle ensuite toutes les questions.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : interpolation de Lagrange

1. Chaque évaluation P — P(a_) estlinéaire. Donc u(A P + @) = A u(P) + p u(@),
coordonnée par coordonnée. L'application u est linéaire.

2. Soit P < ker w.Alors P sannuleen &pi-- - %n, soit n + 1 points distincts. Or un
polyndme non nul de degré au plus 7t a au plus 7t racines. Donc P = [, et u est
injective.

3.0na dimRy[X]=n+1=dim R™+1 . Une application linéaire injective entre espaces de
méme dimension finie est bijective. Donc U est un isomorphisme. Autrement dit, pour tous
réels bo, ... by, il existe ununique P € Ry[X] telque P(a.) = b; pourtout 7.

4. Pour k ?é 7, le facteur X — @y figure dans L;, donc Lg(ak_} = 0. De plus, chaque
facteurvaut 1 en %;, donc LQCI:G&E-:I =1 .Enfin, deg L; = n.Ainsi, u{L;) = £, le
1 -ieme vecteur de la base canonique de [Rn+1. L'isomorphisme ,—1 envoie une base
sur une base. Donc  {Lg, ..., Ly) estunebasede R,[X].



5. Les polyndmes de Lagrange associés a 0,1, 2 sont:

o= GV, 5y xix 3y 1, 2 X

Par linéarité de ,—1,ona P = Lg+ 3 L; 4+ 7 Ly.On développe :

P_X2—3X+2—6X2+12X+7X2—7X_2X2+2X+2.
= 2 = 2

Onobtient P = X2 X +1.0nvérifieque P0) =1, P(l)j=3 et P2)=7.
La figure ci-dessous montre la parabole obtenue, qui passe exactement par les trois points.

|
| — PX)=x*+x+1

® points imposés

(2,7)

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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Point de méthode : pour prouver qu'une application linéaire entre espaces de méme dimension finie est
un isomorphisme, il suffit d'étudier son noyau.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L1
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