Cours de maths en L1

Applications et relations

I. Applications : définition, graphe, restriction et prolongement

Au lycée, une fonction est souvent donnée par une formule. En licence, on adopte un point de vue plus
général. Une application relie deux ensembles quelconques, sans calcul nécessaire. Ainsi, on peut parler
d'une application de I'ensemble des étudiants d'un amphithéatre vers I'ensemble des dates de I'année.

Définition :

Soient F et F' deux ensembles. Une application [ de F dans F' associe a chaque
élément £ de F ununique élémentde F',noté f(zr) etappelé imagede z.L'ensemble

,i _’?J%)E et F(E,F) ou

FE estl'ensemble de départ, F' I'ensemble d'arrivée. On note

FE I'ensemble des applications de  Ff dans F'.

Autrement dit, une application est la donnée de trois objets : un ensemble de départ, un ensemble

d'arrivée et une regle. Deux applications sont égales lorsqu'elles ont mémes ensembles de départ et

d'arrivée, et mémes images en tout point. Par conséquent, x — 2 de [ dans R et r — £2 de
F dans [ sont deux applications différentes.

Définition :

Le graphede f:E — F' estlapartiede E x F définiepar I'y = {(z, f(z))| z € E}.
Une partie I' de FE x F' estle graphe d'une application si et seulement si, pour tout x € F, il
existe un unique ¥ € F' tel que l:it?“,y:l c I
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Cette caractérisation fournit la définition rigoureuse d'une application dans la théorie des ensembles. En
effet, on identifie souvent une application a son graphe. Pour les fonctions réelles, le graphe est la courbe
représentative : chaque droite verticale d'abscisse 1 € E' la rencontre exactement une fois.

soient B = {1,2,3} et F = {a,b}.Lapartie {(1,0),(2,0),(3,b)} estun graphe
d'application. En revanche, {(1,a),(1,8),(2,a),(3,a)} ne l'est pas, car 1 a deux images. De méme,
{(1,a),(2,a)} nelestpas, car 3 n'apas d'image.

On a parfois besoin de réduire ou d'agrandir I'ensemble de départ. C'est I'objet des deux notions suivantes.

Définition :

Soient f: & — F et A C F . larestrictionde f a A estlapplication
flarA = F

z = flz)

g: B’ — F telle que 9 = f.

.Si B ¢ E’, onappelle prolongementde f & F/ toute application

rd—4
xr—32
fournit un prolongement a [ en posant g{Z} = c. ll existe donc une infinité de prolongements.

Cependant, un seul est continu, celui qui vérifie g(2) = 4.

L'application £ —» est définiesur R\ {2} etvaut £ + 2 en tout point. Chaque réel ¢

Enfin, on note Id g I'application identité x — x de [ dans H . Ellejoue un rdle central dans
la suite.



Il. Image directe et image réciproque

Une application transporte des éléments, mais aussi des parties. On définit donc deux opérations sur les
parties, I'une dans le sens de  f, I'autre en sens inverse.

Définition :

Soit f:E — F .Pour A C F,limage directede A est f(A) = {f(r)|z € A},
partiede F .Pour  C F',limage réciproque de (& est
FHC) = {zr € E|f(z) € C} partiede E .

Ainsi, y € f(A) signifie quilexiste = € A telque y = f(z).Enrevanche, z ¢ f_l{C:l
signifie simplement  f{z) € C . La seconde définition est la plus facile & manipuler, car elle ne
comporte aucun quantificateur existentiel.

La notation f_l{{?} a un sens pour toute application f, bijective ou non. Elle ne suppose pas
I'existence d'une application réciproque. Par exemple, pour f :x — 2 sur R,ona

- =1

it It
Soit i_} ;; ".ona f([-1,2]) =1[0,4],car £2 parcourt [0,1] pour z € [—1,0] et

i
[0,4] pour = € [0,2].Deplus, F7I([1,4]) = [-2-1JU[1, 9] car 1 <2< 4
équivauta 1 < |z| < 2.

Comme le montre la figure ci-dessous, I'image directe se lit en projetant sur I'axe vertical. A l'inverse,
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I'image réciproque se lit en partant d'une bande horizontale.

5 o { image directe 5 o { image réciproque

> 2.5 > 2.5 1
0.0 - 0.0 1
-2 0 2 -2 0 2
X X
— y:x2 — _V=X2
mm A=[-1,2] mm C=[1,4]
mm f(A) =[0,4] mm 1(C)=[-2, —1]u[1,2]

Soient f:F - F, A\BC E e C,DCF . Aors:

flAUB) = f(A)U f(B) et flANB)C f(4)N f(B) ;

fTilcuD) = fFic)yu YD), fTHenD) = e FUD) et
iENe) =B\ fFYC)

AcfHfAa) e f(FliCc)ce.

Démonstration :

Montrons f(A N B) C fA)n f(B) .soit v € f(AN B) . llexiste = € AN B tel que
y = f(r) . Comme = € A,ona y € f{A).Deméme, y € f(B).Donc

y € f(A)N f(B).




Pour I'image réciproque, on raisonne par équivalences : =z & f_l{f_? N D) équivaut a
flz) € C et f(x) € D, cestadired = e f71{C)N f71(D). Les autres égalités se
traitent de la méme facon.

L'image réciproque respecte donc toutes les opérations ensemblistes. En revanche, I'image directe ne
respecte pas l'intersection. Par exemple, avec f{£} —z2, A4 =1{-1} et B = {1}, ontrouve
flLAN B) = alorsque f{A)n f(B) = {1}.

lll. Composition d'applications

Lorsque I'ensemble d'arrivée de la premiére application est I'ensemble de départ de la seconde, on peut
les enchainer.

Définition :

Soient f:E — F et g:F — (.Lacomposée ¢ o f estlapplicationde & dans &

définie par l:g o f:' ':35:' = E’{f'@}}

Onlit« & rond f »:onapplique d'abord f, puis 7. La figure ci-dessous montre ce parcours sur des
ensembles finis. Ainsi, chaque fleche verte de g © f résulte d'une fleche bleue suivie d'une fleche
rouge.
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gefixip 21, Xop 21, X3P 2>

Propriété :

La composition est associative : pour f:F — F', g:F — Get h:G — H,ona
ho{gof)=(hoglof.Deplus, foldg=fet Idpof =f.

Démonstration :

Les deux applications vont de F dans & .Pourtout x £ F, les deux membres valent
h({g(f(x))) . Elles sont donc égales. Les égalités avec I'identité se vérifient de la méme maniére.

La composition n'est pas commutative. Avec  f(z) = =z +1 et g(z) = 2 sur R, on obtient
(gof)(®) = (x+1)? mais (f og)(x) = 2 + 1. Ces deux applications different,



I puisqu'elles prennenten 1 lesvaleurs 4 et 2.

Enfin, la composition se comporte bien vis-a-vis des images réciproques :
(go f)YD) = f~1(g—1(D) pourtoute partie D de G .Eneffet, g(f(z)) € D équivaut
a2 flz) € g7 H(D).

IV. Injections, surjections, bijections

Ces trois notions décrivent le nombre d'antécédents d'un élément de I'ensemble d'arrivée. On appelle
antécédentde ¥ € F' tout = € E telque f(z) = v .

Définition :

Soit f:H — F,

¥ (z,z!) € E?
1@ = f(s) > = = 21

f est injective si tout élémentde F' a au plus un antécédent :

YyeFE
f est surjective si tout élément de F' a au moins un antécédent : .3 x € E,  autrement dit

e = 7 Y = fle)

f est bijective si elle est injective et surjective, c'est-a-dire si tout élément de F' a exactement
un antécédent.

La figure ci-dessous illustre ces trois situations avec des « patates ». Dans le premier cas, deux fleches
arrivent au méme point. Dans le deuxieme, un point de #' ne recoit aucune fleche. Dans le troisieme,
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chaque point de F' recoit exactement une fleche.

EE F E IF E F
surjective, injective, bijective

non injective non surjective

Méthode :

Pour montrer que | est injective, on fixe xz,z/ € F telsque f(z) = f{x’) eton en déduit
x = x!.Pour montrer qu'elle ne I'est pas, on exhibe deux éléments distincts de méme image.

Pour montrer que | est surjective, on fixe % € F' etonchercheun = € E tel que
f{:t?:l = %, souvent en résolvant I'équation f{:l::l = 1 d'inconnue . Pour montrer qu'elle ne
I'est pas, on exhibe un ¥ sans antécédent.

Si I'équation  f{z) = y admet une unique solution pour tout % € F', I'application est bijective.

f:R = R,
r — 3z — 2
Yy ER, lerédel o — FTH vérifie  f{x) = v : f estsurjective. Elle est donc bijective. En

Soit Si 31z —2 =3x/ —2,alors r = x/: [ estinjective. Ensuite, pour

revanche, x — 2 de R dans R n'est niinjective, car f(—1) = f{1), ni surjective, car —1
n'a pas d'antécédent.




Les trois propriétés dépendent des ensembles de départ et d'arrivée. Par exemple, x —s 2 devient
bijective de [R4 dans R4 . C'est pourquoi on précise toujours ces ensembles avant d'étudier une
application.

Théoreme :

Soient f:H — F et g:F = G.

Si f et 7 sontinjectives, alors g o f estinjective.Si f et & sontsurjectives, alors ¢ o f
est surjective. Par conséquent, la composée de deux bijections est une bijection.

Réciproquement, si g © f estinjective, alors | estinjective;si g o f estsurjective, alors g
est surjective.

Démonstration :

Supposons f et § injectives, et soient x, x’ telsque g(f(z)) = g(f(x’)) . Linjectivité de
g donne f(z) = f(xz!), puiscellede f donne £ = x/.

Supposons f et  surjectives, etsoit z € G .llexiste ¥ € F' tel que gl:y:l = Z,puis
r € Etelque flz) =y .Aors (goflx)=z.

Supposons ¢ o f injective. Si  f(x) = f(x!) alors g(f(z)) = g(f(x')) donc £ = x/.
Enfin,si g o f estsurjective, tout z € G s'écrit g(f{z)) : il a donc I'antécédent f(x) par

q.
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Lorsque | est bijective, chaque ¥ € F' posséde un unique antécédent. On peut donc « remonter les
fleches ».

Définition :

Soit f:E — F' bijective. L'application réciproque de [ est I'application f_l P F
quiassociea ¥ £ F' sonunique antécédent par f.Ainsi,pour = € F et ¥ € F',ona

y = fl&) & © = fHy).

Théoreme :

Une application [ : E — F' est bijective si et seulement s'il existe g:F — E telle que
gof=Idget fog=1Idg. Danscecas, J estuniqueet g = f~1.

Démonstration :

Si f est bijective, g = f_l convient par définition de I'antécédent. Réciproquement, supposons
qu'untel ¢ existe. D'abord, g o f = Id g estinjective, donc f est injective d'aprés le
théoréme de la partie IV. Ensuite, f o g = Id & est surjective, donc f est surjective. Ainsi, f
est bijective. Enfin, pour ¥ € F', I'égalité f(g(y)) = v montre que g{%y) est I'antécédent de

Y, donc g(y) = F1{y).

Corollaire :

Si f:E — F estbijective, alors 1 est bijective et (f_l}_l = f.Si f:E = F et
g:F' — (3 sont bijectives, alors g © f est bijective et (go f}_l = f_l og—l.




Démonstration :

Le premier point découle directement du théoréme, avec les roles de f et f_l échangés. Pour le

second, oncalcule (f~logNo(gof)=flo(g7log)of=flof=1dg.
Deméme, (go f)o(ftog—1l) = Idg.Lethéoréme conclut.

Méthode :

Pour établir qu'une application est bijective et trouver sa réciproque, deux voies s'offrent a vous.

D'abord, on peut résoudre  f(z) = v :sil'unique solution s'écrit = = g{y),alors f~1 =g

. Ensuite, on peut deviner § et vérifier go f = Idg et f o g = Id . Par exemple, si
fof =1Idg , alors [ estbijective et f_l = f :on parle d'involution.

s:kR = R,
r—=+1-—=x
une involution, bijective et égale a sa réciproque.

L'application vérifie s(s(z)) =1 —-(1—x) = z.Donc sos =1Idg: s est

Une seule des deux égalités ne suffit pas. Sur N, posons  f(n) = 2n et gin) = | n/2 |.
Alors g o f = Idy.Pourtant, f n'estpas surjective, car 1 n'a pas d'antécédent.

VI. Relations binaires et relations d'équivalence

Une relation binaire formalise I'idée de « lien » entre deux éléments d'un méme ensemble : égalité,
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inégalité, divisibilité, parallélisme. Les relations d'équivalence servent ensuite a identifier des objets que
I'on veut considérer comme identiques.

Définition :

Une relation binaire R surunensemble FE estunepartie & de FE x F .Onécrit
r Ry lorsque (z,y) € G. La relation est dite :

Ve R,
TR =T

vz, v,

; symétrique si TRy yRz ;

réflexive si
]

vV T, v,

(rRyetyRD) =z 5=y ; transitive si

antisymétrique si
\;{ ‘fl y! z!

(rRyetyRz) =Rz

Définition :

Une relation d'équivalence est une relation réflexive, symétrique et transitive. La classe
d'équivalencede = € F est T = {y n E|z R} y} . L'ensemble des classes s'appelle
'ensemble quotient, not¢ E /R.

Définition :

Une partition de & est une famille de parties de & non vides, deux a deux disjointes, dont la
réunion vaut & .

Théoreme :



Soit ‘R une relation d'équivalence sur Ff.Pourtous =, ¥ € B ,ona T =% si zRvYy,et
ry = i sinon. Par conséquent, les classes d'équivalence forment une partition de A .

Supposons T R 1 etsoit z € ¥ .0Ona TRy et ¥R z,donc xR z partransitivité :
Z € T .Ainsi ¥ C T.Parsymétrie, ¥ K x,d'ou l'inclusion inverse.

Supposons ensuite qu'il existe # € T Y .Alors £ Rz et wR z,donc =z Ry par
symétrie, puis = K 1 par transitivité. Deux classes sont donc égales ou disjointes. Enfin, chaque
classe est non vide car x £ T par réflexivité, et la réunion des classes contient tout .

Réciproquement, toute partition définit une relation d'équivalence : « étre dans la méme partie ». Ainsi, se
donner une relation d'équivalence ou une partition revient au méme.

Sur R2,posons (z,y) R (z/y/)si o2 4 y2 = o/ 2 4 4/ 2. Cest une relation
d'équivalence, car elle s'écrit IV{u) = IN(u/) avec N(z,y) = 2 + y2. La classe d'un point
(@,b) ?‘é (0,0) est le cercle de centre (3 passant par ce point. La classe de I'origine est réduite a

{0,0;.

Comme le montre la figure ci-dessous, ces cercles concentriques recouvrent le plan sans se chevaucher.
lls forment donc bien une partition de [RZ.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

cercle de rayon 2 : une selle classe
3
0,2
N (0,2)
1 -
>0 Q\ 2. P)
classe de (0,0) : {(0,0)}
_
—1 1
—2 1
-3
3 -2 -1 0 1 2 3
X
Soit m = 2.Sur #,lacongruence modulo 7, définie par [EL]E b si 7 divise p — g ,est

n
une relation d'équivalence. Elle posséde exactement 7 classes, 0,1, ..
aux restes de la division euclidienne par 1.

., n—1, qui correspondent

Méthode :



Pour déterminer les classes d'une relation d'équivalence, on fixe Z et on résout I'équation = R v
d'inconnue ¥ . Trés souvent, la relation s'écrit  @(x) = (%) pour une application # bien
choisie. Dans ce cas, la réflexivité, la symétrie et la transitivité sont immédiates, et la classe de &

est o~ 1({p(@)}) .

VIl. Relations d'ordre, majorants et minorants

Les relations d'ordre généralisent I'inégalité < des réels. Elles permettent de comparer des nombres,
mais aussi des ensembles ou des fonctions.

Définition :

Une relation d'ordre sur ' est une relation réflexive, antisymétrique et transitive. On la note

, 4 , Vry € E,

souvent =< . L'ordre est total si deux éléments sont toujours comparables : .
T 2youy 2z

Sinon, il est partiel.

L'ordre usuel < sur R esttotal. L'inclusion C surI'ensemble P(E) des partiesde E est
un ordre partiel dés que E a au moins deux éléments : {a} et {h} ne sont pas comparables. De
méme, la divisibilité sur ¥ est un ordre partiel.

Démonstration :

Vérifions que la divisibilité est un ordre sur |*.D'abord, @ = 1 ¥ a,donc @ | a . Ensuite, si
a|b et b|a,alors a < bet b < a carces entiers sont strictement positifs, d'ol a = b .
Enfin,si b = ka et ¢ = [b,alors ¢ = (kl)a ,donc a|c.Cependant, sur Z,
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'antisymétrie tombe en défaut: 2| —2 et —2|2.

Définition :

Soient (E, <} unensembleordonnéet A C E .Unélément M € E estun majorant de
A YaeA VaecA

".Unélément m € F estun minorantde A si
de A quiappartienta A s'appelle le plus grand élémentde 4 . Un minorant de A qui

. ] .
Si a <M m<a . Un majorant
appartienta A s'appelle le plus petit élémentde A .

Proposition :

Si une partie .4 admet un plus grand élément, celui-ci est unique. Il en va de méme pour le plus
petit élément.

Démonstration :

Soient M et pg’ deux plus grands élémentsde A .Comme Af’ £ A etque M majore
A,ona M’ < M .Deméme, M < M'. Lantisymétriedonne pf = A/ .

Pour un ordre partiel, un dessin aide beaucoup. On représente les éléments par des points et on relie & a
b, placé plus haut, lorsque @ = b sans élément intermédiaire. On obtient un diagramme de Hasse.
La figure ci-dessous représente les diviseurs de 12 ordonnés par la divisibilité.



plus grand élément : 12

4 et 6 : incomparables

plus petit élément : 1

Dans I'ensemble des diviseurs de 12, la partie A = {4, 6} n'a ni plus grand ni plus petit
élément, car 4 et & sontincomparables. Ses majorants sont les multiples communs, ici 12
seulement. Ses minorants sont les diviseurs communs : 1 et 2. Par ailleurs, I'ensemble tout entier
a pour plus petit élément 1 et pour plus grand élément 12 .

Méthode :

Pour vérifier qu'une relation est une relation d'ordre, on examine successivement la réflexivité,
I'antisymétrie et la transitivité, en revenant a la définition de la relation. Pour savoir si I'ordre est total,
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I on cherche deux éléments incomparables : un seul couple suffit a prouver que I'ordre est partiel. ‘

Une partie peut avoir des majorants sans avoir de plus grand élément. Ainsi, dans {IR, < }
l'intervalle [D, 1[ est majoré par 1 mais n'a pas de plus grand élément. L'étude du plus petit des
majorants, la borne supérieure, fait I'objet du chapitre sur les nombres réels.

Ce qu'il faut retenir

* Une application est définie par un ensemble de départ, un ensemble d'arrivée et un graphe ou
chaque élément de départ apparait exactement une fois.

¢ L'image directe f{A} est une partie de I'arrivée ; I'image réciproque f_l{{_’fj est une partie du
départ, définie méme si  f n'est pas bijective.

 L'image réciproque respecte réunion, intersection et complémentaire ; I'image directe respecte
seulement la réunion.

e Injective : au plus un antécédent. Surjective : au moins un. Bijective : exactement un.

« Une composée d'injections (resp. de surjections) est injective (resp. surjective). Si g o f est
injective, f l'est;si g o f estsurjective, @ I'est.

e | estbijective si et seulement s'ilexiste § avec go f = Idg et fog = Idg ;alors
g=f"let (gof)yt=flog L.

¢ Une relation d'équivalence est réflexive, symétrique et transitive ; ses classes forment une partition.

 Une relation d'ordre est réflexive, antisymétrique et transitive ; elle peut étre totale ou partielle.

¢ Un plus grand élément est un majorant qui appartient a la partie ; il est unique quand il existe.



Questions fréquentes sur applications et relations

Quelle différence entre image réciproque et application réciproque ?

L'image réciproque f_l{f_?} = {z € E| f(z) € C} existe pour toute application, méme non
bijective ; elle peut étre vide. L'application réciproque f_l : F' — FE n'existe quesi [ est bijective.
Lorsque c'est le cas, les deux notations sont cohérentes : I'image réciproque de (' par [ coincide avec
I'image directe de ' par f_l :

Comment montrer rapidement qu'une application est bijective ?

On peut résoudre I'équation f{a::l = %y et vérifier qu'elle a exactement une solution pour tout ¥ . On
peut aussi exhiber une application 7 telleque go f = Idg et f o g = Id . Attention, une
seule de ces deux égalités ne suffit pas.

Une partie majorée a-t-elle toujours un plus grand élément ?

Non. Un plus grand élément est un majorant qui appartient a la partie. Par exemple, [D,l[ est majoré par
1 dans [, mais n'a pas de plus grand élément. Pour un ordre partiel, méme une partie finie peut ne
pas en avoir, comme {4,6} pour la divisibilité.

Pourquoi les classes d'équivalence forment-elles une partition ?

Chaque classe est non vide, car elle contient son représentant par réflexivité. Grace a la symétrie et a la
transitivité, deux classes qui ont un élément commun sont égales. Les classes recouvrent donc I'ensemble
sans se chevaucher.

Pour aller plus loinen L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur applications et relations

Les solutions : corrigé des exercices sur applications et relations

A maftriser avant : Logigue, raisonnement et ensembles

Chapitre précédent : Logique, raisonnement et ensembles
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¢ Chapitre suivant : Entiers naturels, récurrence et dénombrement

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/recurrence-denombrement-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/licence-l1-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

