Corrigés des exercices de maths en L1

Applications et relations

Corrigé de I'exercice 1 : Graphes, restriction et prolongement

1. Une partie I' de F x F' estun graphe d'application si chaque élémentde & estla premiere
composante d'exactement un couplede I .Pour X'y, leséléments 1, 2 et 3 apparaissent
chacun une seule fois : c'est un graphe. En revanche, dans {75, I'élément 3 n'a pas d'image.
Enfin, dans Jf'g,I'élément 1 adeuximages, @ et h.Seul I{'{ estun graphe
d'application.

2. Une application est déterminée par le choix de (1), f(2) et f(3) dans F' .Chaque choix
offre deux possibilités, et ces choix sont indépendants. Il existe donc 53 — g applications de

E dans F'.
3.Pour £ >0,0na || ==z ;pour £ <0,ona |z] = —z. Ainsi fIRy 1T — T et
f|R_i$ —+ —L.Si r =g/, ousi —x = —gx/,alors £ = x/ :les deux restrictions

sont injectives. Cependant, f(—1) = f(1) =1 avec —13 1.L'application [ n'est
donc pas injective. Restreindre I'ensemble de départ peut ainsi rendre une application injective.

(r—D(=z+1)
r—1 -

doit vérifier G(z) = £ +1 pour = # 1.Enrevanche, lavaleur G(1) estlibre. Les

prolongements sont les applications G définiespar G.(r) = ¢ +1 si = ?‘3 l et

4. Pour x ?é 1, on factorise : g(x} — x + 1-Unprolongement & de 9 a R

G.(l) = c,ou c décrit R.Comme a:lii?l 9() = 2, le prolongement G est continu
en 1 sietseulementsi ¢ = 2 .Le seul prolongement continuest = — = 4 1.

Corrigé de I'exercice 2 : Images directes et réciproques par la

fonction carré
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1. Sur [—1,0], la fonction carré décroitde 1 a 0 ;sur [0,2],ellecroitde 0 & 4.Comme
elle est continue, elle prend toutes les valeurs intermédiaires. Donc  f{[—1,2]) = [0,1] U [0, 4]
,soit f{[-1,2]) = [0, 4] . Ensuite, pour = € ]-3,—-1],0ona 1 < || <3, donc

1 < z2 < 9. Réciproquement, tout y € [1, 9] s'écrit f{—y¥) avec —y¥ € |-3,-1]. Par
conséquent, f(]-3,-1]) = [1,9[.

2.0na =z € f71[1,4]) sietseulementsi 1 < £2 < 4, clesta-dire 1 < |z < 2.Donc
_1{[ 4]) = [-2,—1] U [L, 2] . De plus, un carré est positif, donc aucun réel ne vérifie
[_

el (-2 = 0.

3. D'abord, f([0,1]) = [0,1], car la fonction carré est croissante et continue sur [0, 1], avec
fl0) = 0et f(1) =1.Ensuite, x2 € [0,1] équivauta |z| < 1.Donc
f_l{f{[[], 1] = [~1,1] . qui contient strictement [0, 1] . L'inclusion A f_l{f{A}} est
donc stricte ici, faute d'injectivité.

4.0na —1< z2 < 4 sietseulementsi |z] € 2,dob fH[-1,4]) = [-2,2]. Puis
F([-2,2]) = [0, 4] par le méme raisonnement qu'a la question 1. Ainsi
FOF~H[-1,4]) = [0, 4], strictement inclus dans  [—1, 4] . Les valeurs négatives sont
perdues, car elles n'ont pas d'antécédent.

La figure ci-dessous résume ces calculs : a gauche I'image de ]—3,—1] , a droite I'aller-retour par I'image
réciproque puis I'image directe.

10

[=2, —1]: aucun antécédent

-2 0 2 -2 0 2
X X

mm -3, -1] mm FY([-1,4])=[-2,2]

mm f(]-3, -1])=[1,9[ mm f([-2,2])=[0,4]

Point de méthode : pour une image réciproque, on écrit simplement la condition f{$} € C etonla



résout ; pour une image directe, on prouve deux inclusions, ou on utilise la monotonie et la continuité sur
chaque intervalle.

Corrigé de I'exercice 3 : Une application entre ensembles finis

1. On lit les fléches du diagramme. D'une part, f{{1,2,3}) = { f(1}, f(2), f(3)} = {a,}.
D'autre part, f({3,4,5}) = {a,b,c} . Enfin, f({1,2,3}) = {a,c],
f({3,4,5}) = {a,bc} et f(E) = {a,bc}.

2. On cherche les éléments dont I'image est dans la partie donnée. Ainsi f_l{{a}} = {1,3},

_1':{-5“} =1 et f_l({a,ﬁ,d}:l ={1,3,4}.

3.0na {1,2,3} N {3,4,5} = {3}, donc f({3}) = {a}.Parailleurs,
f{1,2, 3}} N f({3,4, 5}} {a,¢] . L'inclusion f(A N B) C f(A)N f(B) est
stricte: {a} [Hsubsetneq ] {a, ] En effet, ¢ provientde 2 £ A etde 5 £ B, mais
d'aucun élément commun.

4. 0na f(1) = f(3) avec l?é 3 : f n'est pas injective. De plus, d n'a aucun antécédent,
car f_l{{d}} = i : f n'est pas surjective.

5. Une telle application f vérifie f{{l 2,3,4)) = {a,b c} Pour que ¢ ait un antécédent, il

faut donc f{S) — d . Réciproguement, ce choix rend f surjective. Il existe exactement une
telle application.

Corrigé de I'exercice 4 : Images et opérations ensemblistes

1. Soit ¥ € F.ona y € f(A U B) sietseulementsilexiste = € AU B tel que
y = f(z) . Celaéquivaut & I'existencede = € A telque v = f(zr),oude z € B tel
que vy = f(z).Autrementdit, v € f{A) ou y € f(B).Donc
flAu B) = f(A)U f(B).

2. Soit y € flAN B).llexiste x € AN B telque y = f{z).Comme = € A,ona
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y € f{A) ;deméme, v € f(B).D'ou l'inclusion. Supposons maintenant | injective et soit
y € flA)N f(B).llexiste a € A et b e B telsque y = fla) = f(b) . Linjectivité
donne g = b,donc a € ANB et y € f(AN B).Ainsi

flA N B) C f(A)n f(B), avec égalité si f est injective.

3.Pour £ € E,ona € fT{CUD) & flr) e CUD & (flr) € C ou flz) € D).
Cette derniére assertion équivauta = € f~HC) U f~1(D). De méme,
e f7HF\C) e f@ ¢Coré FHC) . Les deux égalités sont établies.

4. Soit @ € A.Alors f(a) € f(A),donc a € fTI{f(A) :ainsi A C fL{f(A).Pourla
seconde égalité, soit d'abord v € f(fL(C). llexiste = € F7L1(C) telque y = f(z).
Donc ¥ € C et y € f(E).Inversement, soit y € C N f(E).onécrit v = f(z) avec

£ € E.Comme f(z) € C,ona z € fHC),donc y € f(f~LC)). Finalement,

AcC fTHf(A) et f(fTHC) = Cn f(E).

Corrigé de I'exercice 5 : Injectivité et surjectivité de fonctions

réelles

y 4 2
r =~

T Tout réel a donc

1. Soit ¥ € [ .L'équation 3z —2 = 1 admet I'unique solution
y+2

exactement un antécédent. fl est bijective et fl_l{y} =3

2. Ona fg{—ljl = fg{ljl = 2 ,donc [ n'est pas injective. De plus, x2 41 > 1 pour tout
réel x,donc [ n'apas d'antécédent. fg n'est ni injective, ni surjective.

3. D'abord, fq estbien & valeurs dans [1, +co[ . Soient x,z/ > O tels que
241 =gx/241.Aors £2 = 5/2,donc |z| = |&/|,puis = = x’ puisque les deux
sont positifs. Ensuite, pour ¥ = 1,leréel = = Ju — 1 est positif et vérifie fgl(ﬂ?:l = .

[ 5 est bijective et fgl{y} = Jy-1.

4. La fonction exponentielle est strictement croissante sur [, donc injective : si  x f,é !, par
exemple x < x/,alors &% < T’ . Enrevanche, % = (,donc —1 n'apas d'antécédent.
f,_l est injective mais pas surjective. Remarquez qu'elle devient bijective de [ sur
10,4o0[ , de réciproque 1n .

5. Ona fEI:U:l = f5{1} = 0, donc fg n'est pas injective. Soit maintenant % € R . La fonction
wir — 3 -z — 1 estcontinuesur R.Deplus, 3 —x = ,1:3(1 —ﬁ) pour a:?é 0,



donc % tendvers —o en —oo etvers oo en oo . Le théoréme des valeurs
intermédiaires fournit un réel & tel que @(x) = O, c'est-a-dire fE{SF:l = 1y, f5 est
surjective mais pas injective.

Point de méthode : la méme formule peut définir une application bijective ou non selon les ensembles
de départ et d'arrivée, comme le montrent fg et fg.

Corrigé de I'exercice 6 : Applications de N dans N

1. Si 2n = 2nl,alors n = n': f est injective. Cependant, 1 estimpair, donc il n'a pas
d'antécédent par f. [ estinjective, non surjective. Ensuite, pour m € [N ,ona
g(2m) = m,donc g estsurjective. En revanche, g(0) = g(1) = 0. g est surjective,
non injective.

2. Pourtout m,ona (go f)(n) =|2n/2]=n,donc go f = Idy.Enrevanche,
(feog)in)=2| n/2 | vaut nsi nestpairet n —1 si 7 estimpair. Par exemple,
(fog)(l)=0.Ainsi fog ?é Idy. Ce calcul confirme le cours: g o f injective force [

injective, et g © f surjective force g surjective. Cependant, une seule égalité avec I'identité ne
suffit pas a conclure a la bijectivité.

3. D'abord, A est bien a valeurs dans [M, car un entier impair vérifie 7 = 1.Si 7 est pair,
h(n) = n 4+ 1 estimpair,donc A(h{n}) = n+1—-1 = n.Si n estimpair,
h{n) = n — 1 estpair,donc A{h(n)) = n —1+1 = n .Parconséquent, h oh = Idy.
D'aprés le théoréme de caractérisation des bijections, avec g = h, h est bijective et

Rl =h.

Corrigé de I'exercice 7 : Deux applications de R? dans R?

1. Soit (u,u) € R2.Onrésout le systéme d'inconnue  (z,y) :
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On obtient par addition puis soustraction une unique solution. Tout couple a donc exactement un

antécédent. ¥ est bijective et gp_l(u,ﬂ:l = (u—;ﬂ’ “;”)-

2.0na (1,2 = (3,2) = ¥(2,1) alorsque (1,2)5 (2,1). 1+ n'est pas injective.

3. Supposons  (z,y) = (0,1). Alors ¥ = —% ,puis Ty = —x2 = 1, ce qui est impossible.
Le couple {D, l:l n'a pas d'antécédent : ' n'est pas surjective.

4. Soit (s,p) = (z,y) . Alors s2 —4p = |:$*—|—y:|2 —4zy :‘/l$—y}2 > (. Réciproquement,
soit (5,) telque A = s2—4p > 0.0npose 5 — T ¥8 et y = s = VA ppors

2 2
T +Yy=s,et ry = 594—ﬁ. = p - Donc {Eap} = ":l"-[){‘ﬂ!y}'AinSi

'qb{l]?gj = {(s,p} |52 > -’-lp} . Onretrouve que (0, 1) n'est pas atteint,car 0 —4 < 0.

Corrigé de I'exercice 8 : Une homographie bijective

1. Pour & # 1,onécrit 22 4+1 = 2(z — 1) + 3. Donc f{;@:z—k%.Ona o =2 et
B =3.

2. Le quotient % n'est jamais nul, car son numérateur vaut 3. Donc  f(x) ?‘3 2 pour tout
£ # 1, et f définit bien une application de R\ {1} dans R\ {2}.

3. Soit W ?é 2.Pour ?‘3 1, on a les équivalences suivantes :

—_—

3 3 +

=2

==
]

La deuxieme équivalence utilise % — 2 ?é 0. De plus, la solution trouvée est différente de 1,

puisque y%ﬁ ?é 0. Chaque ¥ ?é 2 posseéde donc un unique antécédent. f est bijective et

i) = 5

4.Si £ >1,alors £ —1>0,donc %}D et f(zr)>2.Réciproquement,si % > 2, on



a [y = 1—|—%}1 Donc f(]l,+oo[) = ]2,4c0[.Ensuite, 3 < flr) <5

_3

équivauta 1 < — =:‘: 3. Ce quotient étant positif, ona x — 1 = 0 . La fonction inverse étant

décroissante sur  |0,~+ ;:.[ 'encadrement équivauta 1 < z —1 < 3. Ainsi
—1([3,5]) = [2,4] ;onvérifieque f(2) =5 et f(4) = 3.

Comme le montre la figure ci-dessous, la courbe ne coupe jamais I'asymptote horizontale % = 2 : c'est
exactement la valeur exclue de I'ensemble d'arrivée.

[ |
y= 2x+ll
e
10.0 A1 --- x=1 (valeur interdite)
--- y=2 (valeur jamais atteinte)
7.5 - i
1
|
1
5.0 - :
i (4,3)
S, 251 'i ___________________________
0.0 2 :
- i
0, + 1)
—2.5- :
|
1
~5.0 - :
l
1
~7.5 1 I
-6 -4 -2 0 2 4 6 8
X

Corrigé de l'exercice 9 : Composition, injectivité et surjectivité

1. Soient =z, x/ € E telsque f(z) = f(x/).Enappliquant &, on obtient
(gofi(x) = (gof)(x/). Comme go f estinjective, £ = z/.Donc f est
injective.
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2. Soit z € G.Comme g o [ estsurjective,ilexiste = € F telque g{f(z)) = z.Ainsi,
y = f(z) estunantécédentde =z par J.Donc § est surjective.

3. Prenons F = {0}, FF=1{0,1}, G =1{0}, f(0) =0et g{0) = g(1) = 0. Alors
g o f:{0} — {0} est bijective. Pourtant, 1 n'a pas d'antécédentpar f,et g(0) = g(1}.
Ce contre-exemple convient : | n'est pas surjective et 7 n'est pas injective.

4. Soient y,y’ € F telsque g{y) = g(y’) . Parsurjectivité de f,onécrit v = f(z) et
y = f(z!). Mors (go fi{z) = (gof)(z!) donc £ = x/ parinjectivitéde go f.

Par conséquent, uy = y*’ . L'application J est injective.

5. Soit ¥ € F'.Comme ¢ o [ estsurjective,ilexiste £ € E telque g{f(z)) = glv).
L'injectivité de  J donne alors f{z) = v .Donc f est surjective.

Point de méthode : pour retenir les questions 1 et 2, pensez que l'injectivité « se lit a I'entrée » de la
composée et la surjectivité « a la sortie ».

Corrigé de I'exercice 10 : Bijectivité par la composition

1. Posons g = f o f .Parassociativitt, ge f = fofof =1Idg et
feoeg= fofof =Idg. Dapréslethéoréme de caractérisation des bijections, f est
bijective et f_l =fof.

2. Soit £ € D .Comme x ?é 1, leréel ufr) = ﬁ est défini. Il est non nul, car son
numérateur vaut 1 .De plus, u{r) = 1 équivaudraita 1 —x = 1,soit = = 0, valeur
exclue. Donc u(r) € D, et u estune applicationde I dans D.

3. Pour = € D ,oncalcule 1 —ulx) = IIE ;1 = 1__‘2 Comme = ?é 0, on obtient :
1— —1 1 1
u(u(z)) = =2 =%z u(u(u(e)) == =1=7

Donc u o u ou = Id . D'aprés la question 1, u est bijective et

u—l,@} — ,:u o u}{x} = ‘TT_l On vérifie directement que u(ﬁT_l) - r.

4. Comme g o f estinjective, f estinjective (exercice 9). Comme f o g estsurjective, f est



surjective. De méme, f © g injective entraine g injective, et ¢ o f surjective entraine &
surjective. Ainsi  f et g sont bijectives.

Corrigé de I'exercice 11 : Caractériser l'injectivité par les

Images

1. Supposons | injective et soit A C F .Onsaitdéjaque A C f_l(f{A}} . Soit
z € fFHf(A) Aors f(z) € f(A), donc f(z) = f@) pourun @ € A . Linjectivité
donne = = a € A .D'oul'égalité. Inversement, supposons I'égalité vraie pour toute partie.
Soient x,z! telsque f(z/) = f(z).Avec A = {x},ona
= f_l{f{{;p}}} = {x} ,donc x/ = x.L'équivalence est démontrée.

2. Supposons f surjective. D'aprés I'exercice 4, f(fHC) =CNfE)=CNF =C.
Inversement, si I'égalité vaut pour toute partie, on I'appliquea ' = F'. On obtient
F(F71(F) = f(B) = F .Donc [ est surjective, et I'équivalence est démontrée.

3. Le sens direct découle de I'exercice 4. Pour la réciproque, raisonnons par contraposée. Supposons
quilexiste © # &/ telsque f(z) = f{z').Posons A = {z} et B = {«’}.Alors
ANB=1p,dnc f(ANB)=10. Enrevanche, f(A)N f(B) = {f(&)} nestpas
vide. L'égalité échoue pour ces parties, ce qui prouve I'équivalence.

Corrigé de I'exercice 12 : Propriétés de quelques relations

binaires

1. Larelation < est réflexive, antisymétrique et transitive. Elle n'est pas symétrique, car 0 < 1
mais 1 :é 0. R estune relation d'ordre, et méme d'ordre total.

2.0na |z — = =0 <1 :réflexivité. Puis |y — x| = | — y| : symétrie. En revanche,
0 Ry % et % Ry 0 alors que 0 ?é % : pas d'antisymétrie. Enfin, 0 Rgl et 1Ry 2, mais
[0 — 2| = 2>1 : pas de transitivité. Ry n'est ni une relation d'équivalence, ni une
relation d'ordre.
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3. D'abord, x —x = 0 est pair. Ensuite, si T — Y estpair, ¥ —z = —(x — ) l'est aussi. De
plus, £ —z = (& —y) + (y — z) est pair comme somme de deux nombres pairs. En
revanche, 0 R32 et 2°R30 :pasdantisymétrie. 'R3 est une relation d'équivalence ;
ses deux classes sont I'ensemble des entiers pairs et celui des entiers impairs.

4, Ona [0x 0 = 0,donc 0 n'est pas en relation avec lui-méme : pas de réflexivité. La symétrie
est claire, car TY¥ = YT Pour la transitivité, supposons Yy >0 et yz >0, Alors vy ?é 0,
et zz-y2 = (zy)(yz)>0avec y2>0,dol £z>0.Enfin, IRg2et 2R41 :pas
d'antisymétrie. R 4 est symétrique et transitive, mais ni réflexive ni antisymétrique. Sur

k¥, elle devient une relation d'équivalence de classes [Rj_ et [R*_ .

5. Soit a € K .lapartie {a} vérifie {al} M {a} % D : pas de réflexivité. La symétrie découle de
ANB = Bn A Ensuite, §Rg{a} et {a} Regd,avec ?é {a} : pas d'antisymétrie.
Enfin, {a} Rg et @ Rr {a}, maispas {a} Kg {a} : pas de transitivité. Krg est
seulement symétrique.

Corrigé de I'exercice 13 : Classes d'équivalence dans le plan et

sur R

1. Posons N(z,y) = y — 2. Larelation s'écrit IN{u) = IN(u/). Elle est donc réflexive,
symétrique et transitive, comme I'égalité. La classe de {330, yU) est I'ensemble des {:J:, :1 tels
que Yy = il +c,avec ¢ = Yo — :r:% . Les classes sont les paraboles d'équation

Y = P + ¢, ¢ £ R, translatées verticalement de la parabole y = 2, Elles forment
une partition du plan.

2. Posons @(r) = z2—z.0na £Sy & zid—1 =y -y & ¢(r) = ¢(y). Pourla
méme raison, S est une relation d'équivalence.

3. Onfactorise: 2 —y2—(r—vy) = (r —y)(r + v —1).Donc = Sy équivaut a
Y=Zou ¥y =1—x . laclassede = est {r,1— x}.Elle estréduite a un élément si et

seulementsi x = 1 — x . Seule la classe de % est un singleton.

La figure ci-dessous interprete ce résultat : & et 1 — x sont symétriques par rapport a l'axe © = %
de la parabole y = 2 — £ . Ils ont donc la méme image, et une droite horizontale coupe la courbe en
une classe.



— y=x?-x
5 - —— axe x=% : x et 1 — x symétriques

!
!
!
!
!
!
!
!
> classe de - {-1,2} :
i
i
i
i
i
i
i
|

. : classe de 1 : {3}
-1 . |

-2 -1 0 1 2 3
X

Corrigé de I'exercice 14 : Congruence modulo 5

1. D'abord, 5 divise 0 = a — a :réflexivité. Ensuite,si b —a = 5k , alors
a —b = 5(—k) :symétrie. Enfin,si b —a = bk et ¢ —b = 5i,alors
¢ —a = 5(k + I} : transitivité. La congruence modulo 5 est une relation
d'équivalence.

2. La division euclidienne écrit tout entier @ = 5g + 7 avec T € {0,1,2, 3, 4}. Alors
a —7 = 5g ,donc a £ F.Parailleurs,si 0 < r <r/ < 4 ladifférence r/ — r est
comprise entre 1 et 4, donc non divisible par 5 : les classes ﬁ, R 4 sont distinctes. Il y a
exactement cinq classes, et elles forment une partition de # d'apres le théoréme du cours.

- (5 s
Enfin, 2:{]2|kebz},dou 2N [-10,10] = {-8,—3,2, 7} .

3.0na 17=3x5+4+2, -3=(-1)x5+2et 2026 = 405x 5 +1.Donc 17 et
—3 sontdans 35 ,et 2026 estdans 7.

4. Ecrivons a/ = a + 5k et p' = p 4 51. Alors (af + bf} — (@ +b) = 5(k +1).Deplus
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a’b’—ab:(a’—a)b’+a(b’—b)=5(kbf-|—a£).

La congruence est donc compatible avec l'addition et la multiplication.

i i - 2 2 _ 2 _
5. Si ![5] , la question 4 donne ][5] Or D4 =0, 14 =1, 24 = 4,

32 — g =4et 42 — 1§ = 1.Ainsi 2 appartienta {J, ] ou 2. Parconséquent,
n< 4+ 2 appartientd 3, 3 ou I,jamaisa {J.Donc n2 + 2 n'est jamais divisible par
5.

Corrigé de I'exercice 15 : Relation d'équivalence associée a une

application

1. L'égalité dans F' est réflexive, symétrique et transitive. Par conséquent, f{z) = f(z), puis

fl@) = f(=') = f(z') = flz) etenfin flz) = f(z') et f(=') = f(z)

entrainent f(z) = f(z/). Ry est une relation d'équivalence.

2. Par définition, T = {=/ € | f(z/) = f(fl=)} = {:1:*’ min, f(z’) € {f{ﬁ}}}}.Donc
T = fH{ f(@)}) . Toutes les classes sont des singletons si et seulement si f(z/) = f{x)
entraine x/ — x.C'est le cas si et seulementsi [ est injective.

3. Il faut vérifier que deux représentants d'une méme classe donnent la méme valeur. Supposons
T — /. Aors ¢/ € F,donc £ Rz, cest-adire flz) = f(z').Lavaleur f(z)
ne dépend que de la classe : ? est bien définie.

4. Soit y € f(E).onécrit y = f(x),etalors f(F) = y: f estsurjective. Ensuite, si
f() = f(zh),ona flz) = f(z!) donc T Rfxzlet £ = 7 f estinjective. f
est une bijectionde E /Ry sur f(E).On en déduit la décompositon f = to f o,
ou w:x — T estsurjectiveet z:f(E) — F' estlinclusion, injective.

5. 0ci, (z,y) Ry («/,y/) équivautd = + vy = =/ + y/. La classe de I:I»‘D,yg) est la droite
A, déquation £ +y = c,avec ¢ = Tyt Yy.Deplus, f(E)=R,car
f{c,[]:l = ¢ . Les classes sont les droites de pente -], et F associe a la droite 4,
leréel c.



Point de méthode : pour définir une application sur un ensemble quotient, vérifiez toujours que le
résultat ne dépend pas du représentant choisi.

Corrigé de I'exercice 16 : Divisibilité et diagramme de Hasse

1.Ona a =1xa,donc a|a.Si a|bet b|a dans N*, alors a < bet b < a,carun
diviseur d'un entier strictement positif lui est inférieur. Donc @ = § . Enfin, b = ka et

------

2[\nmid?] 3 et 3 [\nmid?] 2,

2. Sur Z,ona 2|—-2et —2|2, mais 2 % —2 . L'antisymétrie échoue : ce n'est pas une
relation d'ordre sur 7.

3. Comme 36 = 22 x 32 ,0ona D3zg = {1,23,4,6,85,12, 18,8, 36} . Dans le diagramme, on
relie ¢ a 2d eta 3d lorsqu'ils divisent 35 . O0n obtient le treillis carré représenté ci-
dessous.

4. Un majorant de A est un multiple commun de 4 et 6, doncun multiplede 12.Dans i3z,
les majorantsde A4 sont 12 et 36.Un minorant est un diviseur communde 4 et £.Les
minorantsde 4 sont 1 et 2.Aucun majorant n'appartienta .4 , ni aucun minorant. La
partie 4 n'a ni plus grand, ni plus petit élément.

5. Un majorantde B estun multiplede 4 etde 9,doncde 3& :le seul majorant est 35.

Un minorant divise 2 et 3, doncdivise 1 :le seul minorantest 1.Comme 36 ¢ E et
1 ¢ B, la partie B n'ani plus grand, ni plus petit élément.

La figure ci-dessous montre le diagramme de Hasse de  IJ3¢ . Les majorants de A sont situés au-
dessus de 4 etde 6, les minorants en dessous des deux.
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A={4,6}

majorants : 12 et 36

minorants : 1 et 2

Corrigé de I'exercice 17 : Ordre produit et ordre
lexicographique

1. Chaque propriété de }_j, découle de celle de <, coordonnée par coordonnée. D'abord, = < &

et ¥ < v .Ensuite, deux inégalités larges opposées donnent x = =/ et ¥ = v’ .Enfin, la
transitivité se vérifie sur chaque coordonnée. En revanche, (0,1) et (1,0) sontincomparables.

;:, est un ordre partiel.

2. Réflexivité: & = x et Yy < ¥ .Antisymétrie : supposons (z,y) E (="y') et

(=/y!) E (Z,Y) . Les deux relations donnent & <zl et ' < x,donc x = x.Alors



vy <y et y/ <wy,dou v = y!. Transitivité : supposons
(33:?:' E (J?I:y';:' E (J?H:FH} .Ona < x! < /. Si <zl cestterminé. Sinon,
x = ! = ! ,etalors y <y <y Totalité:si = f,é ', le plus petit des deux fixe

l'ordre;si x = x/,oncompare ¥ et u'. E est un ordre total.

.Ona 1< 2mais 5>0,et 2>1.Pourlordre produit, (1,5) et (2,0} sont
incomparables. En revanche, 1 < 2 suffit pour I'ordre lexicographique : {1: 5:' E {2: D:' .

. Soit (a@,b) un majorantde D .Comme (1,0) € D ,ona a > 1;comme (0,1} € D, on
a b>1.Inversement,si a > let b>1,tout (z,y) € D vérifie z < |z <1<a
et,de méme, ¥ < b .Les majorantsde [ sontles couples (a,b) avec a > 1 et

b > 1.Untel couple vérifie g2 4 p2 > 2> 1,donc n'appartient pasa 7. La partie I}
n'a pas de plus grand élément pour I'ordre produit.

. Soit (z,y) € D .Alors £2 < x24y2<1,dnc £ <1.5i z<1,0na

(z,y) E (LO).si £ =1,alors y2 < 0,donc % = 0.Ainsi (1,0) majore D et
appartient a I . Le méme raisonnement avec = > —1 s'appliqued (—1,0). Pour I'ordre
lexicographique, I a pour plus grand élément (1,0) et pour plus petit élément

(—1,0).

Corrigé de I'exercice 18 : Inclusion sur les parties d'un

ensemble

. Toute partie est incluse dans elle-méme. Deux inclusions réciproques donnent I'égalité : c'est le
principe de double inclusion. Enfin, A C B et B C C entrainent A4 C ' .L'inclusion est
un ordre ; il n'est pas total, car {1} et {2} sont incomparables.

. Une partie M majore A sietseulementsi {1} — M et {2} C M, c'est-a-dire
{1, 2} C M . Les majorants sont {1, 2} et {l,2,3}, etle plus petit d'entre eux est
{1, 2} .De méme, ™M minore A sietseulementsi m C {1} N {2} = 0. Le seul
minorant est .

. Un plus petit élément de B serait inclus dans {1} etdans {2}, donc vide. Or lﬂ;?_fﬂ. B na

pas de plus petit élément. En revanche, & & B contient toutes les parties de E' . Le plus
grand élémentde B est E .
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4, D'abord, A C AUB et BC AUB :lapartie AU B majore {A, B} . Ensuite, si
M majore {A,B} alors A C M et B C M , donc AU B C M.La partie
A U B est un majorant inclus dans tous les autres : c'est le plus petit élément de
I'ensemble des majorants.

Corrigé de I'exercice 19 : Ordre sur les fonctions réelles

1. Pourtout z, flz) < flz) :réflexivité.Si f < get g < f,alors f(z) = g{z) pour
tout «,donc f = g :antisymétrie. Enfin, f(x) < g(z) < A(z) pourtout z donnela
transitivité. C'est une relation d'ordre sur F{RR) .

2.0na f{1) =1>0 = g(1}),donc f < g estfaux. De méme,
f(-1) = -1 <0 = g(—1) ,donc g < f estfaux. Les fonctions f et J sont
incomparables : l'ordre n'est pas total.

3. Une fonction & majore {f,g} sietseulementsi, pourtout =, k{z) > =z et k{z) > 0,
c'est-a-dire &(zr) > max(z,0) = A(z). Les majorants sont les fonctions j telles que
k > h .Enparticulier, A estun majorant, et elle est inférieure a tous les autres. Donc }, est
le plus petit des majorants de {f,g} .

4. De méme, Kk minore {f,g} sietseulementsi k(z) < min(z,0) pourtout z.Le plus grand
des minorants est la fonction = — min{z, 0.

Corrigé de I'exercice 20 : Théoreme de Cantor

1. Supposons {x} = {x/} .Alors = € {x!},donc xr = =z'/.L'application j estinjective.

2. Raisonnons par l'absurde et supposons A = (,m:r:&:l pouruncertain @ £ &.Si o€ A, la
définition de A donne a ¢ (@) = A, ce qui est contradictoire. Si & ¢ A, alors a & ¢(a),
donc a £ A par définition, encore une contradiction. Par conséquent, 4 n'a pas
d'antécédent par .



3. Toute application ¢ : & — 'P{E) manque au moins la partie A . Il n'existe donc aucune
surjection de F sur P(E), a fortiori aucune bijection. Avec F = I, on obtient qu'il
n'existe pas de bijection de N sur P{IN}.

4. 0na 1€ p(l), donc 1 ¢ A _Enrevanche, 2 ¢ @(2) = @,donc 2 € A . Ainsi
A = {2}, quidifitrede (1) = {1,2} etde (2) = . Le résultat de la question 2 est bien
vérifié.

Point de méthode : cet argument, dit diagonal, construit un objet qui differe de chaque (p{:t?:l «en &
». Il reviendra en théorie des ensembles et en calculabilité.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : une bijection entre NxN et
N

1. Existence. L'ensemble K = {E@ e N zd 2k diviseexp n} contient (. Il est majoré par ",
car 2k | n entraine 2k <n< 2™ .l posséde donc un plus grand élément . On écrit
n = 9P . L'entier m > 1 estimpair, sinon 5P+l diviserait m.Ainsi m = 2¢ 41
avec g £ IN . Unicité. Supposons ZP{QQ—H} = QPF{ZQF—H} avec, par exemple, p < p’/.En
divisant par 2F, onobtient 2g +1 = 0p! — P(2g/+1) :un nombre impair égal a un nombre
pair, c'est absurde. Donc p = p/,puis 2g+1 =2¢' +1et g =g’ . Tout n > 1
s'écrit de facon unique 2F(2g+1) .

2. La question 1 dit exactement que tout , £ [N posséde un unique antécédent par %.Donc %
7iNT 5 N

o= n-=1

composée de deux bijections, 1! = 7T © ¢ est une bijection de [J2 sur IN.

est bijective. Par ailleurs, ! est bijective, de réciproque 1 — n + 1.Comme

3. Oncalcule #(0,0) =1-1=10 et 1(3,2) = 8x 5—1 = 39. Pour trouver I'antécédent
de m ,ondécompose m -+ 1.D'abord, 12 = 22 x 3,donc 11 = (2, 1) . Ensuite,
48 = 9% x 3,donc 47 = (4,1} . Enfin, 101 estimpairet 101 = 2 x 50 +1, donc
100 = (0, 50) . Ainsi (0,0) = 0, (3,2) = 39, et les antécédents de 11, 47,
100 sont (2,1}, (4,1), (0,50).

4. 0ona ¥({0,g) = 2g+1—1 = 2g.Lorsque 7 décrit NN, on obtient tous les entiers pairs.
Donc ({0} x N) = 2N.Pour p > 1, lentier 2P(2g41) est pair, donc (p,q) est

impair. Comme ' est bijective, I'image du complémentaire de {0} x IN est le complémentaire
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de 2N .Donc t{IN* x N) est I'ensemble des entiers impairs.

5. Posons k:F — IN,avec k(m) =2msi m > 0et k{m) = —-2m —1si m <0.Si
m > 0, k(m) estpair,donc g(k(m)) = m .Si m <0, k(m) = —2m — 1 estimpair
et positif, donc  g(k{m}) = _w — s . Inversement, si 7 est pair,

gln) = % >0 et k(g(nj) = n.Si n estimpair, gln) = —ﬂT—H < (0 et

k(gin)) = m+1)—1 = n.Donc 9 est bijectiveet g—1 =

6. La composée g o© T,EJ de deux bijections est une bijection. g © 1,.!5 est une bijection de [|2 sur
Z,et (go1)(2,1) = g(11) = —6 . Enfin, 8:(a,b,c) — ((a,b), c) estune bijection de
N2 sur (N2, de réciproque  (m,c) — (':,b_l{m}, c) . Par composition,
Pob:(abc) — ¥iP(a,b),c) estune bijectionde |3 sur N.

La figure ci-dessous dresse le tableau des valeurs de % pour P, < 4. Chaque entier y apparait au
plus une fois, et la premiere ligne contient les entiers pairs, conformément a la question 4.



valeur de w(p,q) =2P(2g+1) -1

1 ® @
O ® ® O
LN OO @ &
SO O OO
{NORRORN OO

ligne p =0 : les entiers pairs

Corrigé de I'exercice 22 : Relations d'équivalence sur un

ensemble a trois éléments

1. On classe les partitions selon le nombre de parties. Avec trois parties, on obtient { {1},{2},{3}} .
Avec deux parties, 'une a deux éléments et I'autre un seul : { {1, 2},{31}, {{1,3},{2]} et
{{2, 3},{1]} . Avec une partie, on obtient {F}.L'ensemble F posséde exactement cinq
partitions.

2. Une relation d'équivalence est déterminée par ses classes, qui forment une partition. Inversement,
toute partition définit la relation « appartenir a la méme partie ». Il y a donc cinq relations

d'équivalence sur F . Pour la partition {{1, 2},{3]} , le graphe est

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

3.

{(1,1),,2),(3,3),(1,2),),2, D} .

Ona 1R 2 et 2R 3, mais {1, 3:1 n'est pas dans le graphe. La relation n'est pas
transitive, donc ce n'est pas une relation d'équivalence. Toute relation d'équivalence qui la
contient vérifie 1 ~0 2 et 2 ~ 3,donc 1 ~ 3 :ses éléments sont tous dans la méme classe.
La plus petite relation d'équivalence qui la contient est F x F tout entier, soit neuf
couples.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loinen L1

Le cours : applications et relations, cours de maths en L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur applications et relations

A maftriser avant : Logique, raisonnement et ensembles

Chapitre précédent : Logique, raisonnement et ensembles

Chapitre suivant : Entiers naturels, récurrence et dénombrement

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre
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