Exercices de maths spé

Anneauy, idéaux et Z/nZ

La figure ci-dessous donne la table de multiplication de E/IDE . Les cases qui contiennent ] sont
mises en évidence.
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. Al'aide de la table, donnez les inversibles de  Z /107 et leurs inverses. Retrouvez ce résultat par
le cours.

. Donnez la liste des inversibles de Z /207 , puis l'inverse de 7 dans Z/20Z.
. Par I'algorithme d'Euclide étendu, déterminez I'inverse de 17 dans Z/60Z .

. Montrez que # est un diviseur de zéro dans Z/20% .



Exercice 2 : Calculs de l'indicatrice d'Euler

1. Calculez (360), (1001), @(210) et (343).
2. Sachant que 1013 est premier, calculez @{2026).

3. Montrez que {n) est pair pour tout entier 1 > 3 .

Exercice 3 : Puissances modulo n par le théoreme d'Euler

1. Déterminez le reste de la division euclidienne de 31000 par 7.
2. Déterminez le reste de 5100 modulo 13.
3. Calculez 7% modulo 100, puis déterminez les deux derniers chiffres de 2026,

4. Déterminez le chiffre des unités de 132026

Exercice 4 : Un systeme de trois congruences

On cherche les entiers & telsque x = 2(mod )3, =z = 3(mod )5 et £ = 2(mod )7.

1. Justifiez que les solutions forment une classe modulo 105.
2. Résolvez le systéme formé des deux premieres congruences.
3. Résolvez le systeme complet.

4. Quel est le plus petit entier supérieur ou égal a 1000 solution du systeme ?
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Exercice 5 : Idéaux de Z et PGCD

1. Déterminez les idéaux 12F + 187 et 12F N 18F .

2. Déterminez I'idéal 844 + 604 + 1054 . Trouvez des entiers U, ¥ tels que
84y + 60w = 12.

3. Montrez que, pour @, b € N,ona aZ C bZ sietseulementsi p divise a.

4. Déterminez tous les idéaux de & qui contiennent 18 .

Exercice 6 : Parties qui sont ou nhon des idéaux

Pour chacune des parties suivantes, dites si c'est un idéal de I'anneau indiqué. Lorsque c'est le cas, donnez
un générateur.

1. Iy = [P e RX],P() == P/() = 0} dans R[X].
F
2. Iy =< RX] dans R[X].
PO) ==
P € [\mhbb?]R[X]
3. Iz= {,dezglj < 2] [ ]} dans R[X].
P
4. Iq =< RX] dans R[X].
FPl) ==

5. Ig =2F£ U3 dans 7.

Exercice 7 : Euations linéaires modulo n




Soit n>2, a,beZ et d=uaAn.

1. Montrez que I'équation ax = b (mod Jn a une solution si et seulement si 4 divise b .
Montrez qu'elle a alors exactement g solutions modulo #..

2. Résolvez 6x = 4 (mod10).

3. Résolvez fAx

5({mod)9.

4. Résolvez 91z = 35 (mod133) .

Exercice 8 : Congruences a modules non premiers entre eux

1. Soit m,n=>1, d=mAn et a b€ . Montrezquelesysttme z = a (mod Jm,

£ = b(mod )n aunesolution si et seulementsi o = b (maod )d . Montrez qu'alors les
solutions forment une classe modulo . % 7.

2. Résolvez x = 3 (mod )4 et £ = 5(mod 6.

3. Lesysttme x = 1(mod )4, z = 2(mod )6 a-t-il des solutions ?

4. Une troupe compte moins de 400 soldats. Rangés par 2, 3, 4, 5 ou 6, il en reste toujours un. Rangés
par 7, il n'en reste aucun. Combien sont-ils ?

Exercice 9 : Produit d'anneaux et idempotents

1. Montrezque Z/6Z et Z/274 x Z/3Z sontisomorphes. Donnez I'image de chaque classe.
2. Montrez que les anneaux £ /44 et Z /27 x Z/27 ne sont pas isomorphes.
3. Déterminez les inversibles de I'anneau & x & .

4. Soit A4 et B deux anneaux integres. Déterminez les idempotents de 4 x B, c'est-a-dire les
éléments € telsque g2 — ¢ .
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5. Soit A et B deux anneaux commutatifs. Montrez que les idéaux de 4 x B sont exactement
les I x J,ou F estunidéalde A et .J unidéalde B.

Un élément x d'un anneau est nilpotent s'il existe m = 1 telque =™ = 0.

1. Soit A unanneau commutatif. Montrez que I'ensemble IV des nilpotents de .4 est un idéal
de 4.

. _ — — _
2. 0nécrit ™ = Py 1... P?"" etonpose "m = Fy---D,. Montrezque J% est nilpotent dans
Z/nZ sietseulementsi T divise k.

3. Déterminez les nilpotents de £ /72Z et leur nombre.

4. Pour quels entiers 7. = 2 |'anneau E/nz n'a-t-il aucun nilpotent non nul ?

Exercice 11 : Divisibilité dans I'anneau des entiers de Gauss

. b .
Onnote Z[z] = {::;;ﬂb ]E [bz} et, pour z € Z[z], N(z) = |2[*.

1. Montrezque Z[z] estun sous-anneaude C, puis qu'il est intégre. Vérifiez que IN{z) € N et
N(zw) = N(z) N{w).

2. Montrez que Z estinversible dans Z[¢] sietseulementsi N(z) = 1.Déterminez Z[:]™ .

3. Vérifiezque 2 = —1 + 3’}2. Montrezque 1 -+ % et 1 — 3 sont associés.

4, Le nombre 3 + ¢ divise-t-il 5 4+ 52 ? Le nombre 1 -+ 2+ divise-t-il 3 ?

5. Montrez que (1 + 2)Z[z] = {E;’f’b pa,ia,ir}'



Exercice 12 : Noyaux de morphismes d'anneaux

1. Soit 8:R[X] — C, P — Pi).Montrezque § estun morphisme d'anneaux surjectif et
que ker 8 = (X2 4+ )R[X].

k — (k mod 4,

2. S0t fiZ =+ ZJATXT[OL, | 6)

. Déterminez ker f . L'application f

est-elle surjective ?
3. Montrez qu'il n'existe aucun morphisme d'anneaux de E/GE dans #.

4. Soit 'm,n > 1. Montrez qu'il existe un morphisme d'anneaux de Z/nZ dans Z/mZ siet
seulementsi ' divise 7.

Exercice 13 : Théoreme de Wilson dans le corps F_p

Soit # un nombre premier.

1. Résolvez I'équation 2 — ] dans [Fp .

N

. En regroupant chaque élément de [Fﬁé avec son inverse, montrez que
(p—1)' = —1(meod)p.

w

. Réciproquement, montrez que si 7 > 2 n'est pas premier, alors (n — 1)} % —1(mod Jn .

S

. Vérifiez que 10! = —1 (mod11), puis calculez 15! modulo 17.

Exercice 14 : PGCDde X"a-1letX"b -1

1. Calculez {X5 — l:l M {X4 — 1} par I'algorithme d'Euclide et donnez une relation de Bézout.
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2. Décomposez X6 _ 1 en produit d'irréductibles dans C[X], puis dans R[X].

3. Soit a,b >let a= bq <+ 7 la division euclidienne de @ par § . Montrez que
(X* - A (&P 1) = (K> - 1) A (X" —1), avecla convention X0 _1 = Q.

4. Endéduire que (X * — DK[X ]+ (XP - DK[X] = (XA b - DK[K].

Exercice 15 : Sous-algebres de matrices

Soit m > 2et K=FRou C.

1. Montrez que I'ensemble Tn des matrices triangulaires supérieures est une sous-algebre de

M, (K).

M € [\mathcaM?]} (KK},
2. Soit A € M, (K). Montrez que le commutant C{A) = { n
n ) =1 anr = pa

est une sous-algebre.

3.Pour m =2 et A= ([\ra;r?] éi%,}),déterminez C(A) et sa dimension.

4. L'ensemble des matrices de trace nulle est-il une sous-algébre de Mﬂ{ﬂ{} ?

Exercice 16 : Polynomes annulateurs et puissances d'une matrice

P
Onpose M = ([l"-,ll'aji"?]][j‘%é]i,}) et I = :'R[EY]:}
P(M) = =

1. Montrez que I estunidéalde R[X].
2. Montrezque I = (X — 1}2 R[X] -

3. Pour m £ IN, déterminez le reste de la division euclidienne de X ™ par {X — 1}2. En déduire



M".
P(M
4. Montrez que R[M | ={ (1),

Pe IR[X]} est une sous-algébre de dimension 2 de My (R} .

Exercice 17 : Petit théoreme de Fermat et nhombre pseudo-premier

1. Décomposez 341 en facteurs premiers.
2. Montrezque 210 = 1 (mod11) etque 2° = 1(mod31).

3. En déduire que 92340 = 1 (mod 341). Que penser du test «si 97 —1 = 1 (mod Jn, alors n
est premier » ?

4. Calculez 310 modulo 31, puis 3340 modulo 31. Conclure sur 3340 modulo 341.

Exercice 18 : Racines carrées de 1 modulo n

1. Soit F un nombre premier impair. Montrez que rd =1 (mod )p si et seulement si
z = £ 1(mod)p.

2. Résolvez x2 = 1(mod )8 . Le résultat de la question 1 reste-t-il vrai modulo 8 ?
3. Al'aide du théoréme chinois, résolvez 2 = 1 (mod15).
4. Combien I'équation £2 = 1 (mod105) a-t-elle de solutions modulo 105 ? Déterminez-les toutes.

5. Soit "™ = Pq---P. unproduitde T nombres premiers impairs distincts. Montrez que
l'équation £2 = 1(mod Jn aexactement 9" solutions modulo 7.
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1. Soit 7 > 2 et P unnombre premier qui divise 7. Montrezque P —1 divise @(n).
2. Montrez que, pour 7 = 2, @{n) = n —1 sietseulementsi 7 est premier.
3. Déterminez tous les entiers 7 > 1 telsque w(n) = 4.

4. Montrez que I'équation (n) = 14 n'a aucune solution.

Exercice 20 : Formule de Gauss pour l'indicatrice d'Euler

La figure ci-dessous place les douze fractions k:/lﬁ, pour 1 < k < 12, écrites sous forme irréductible
et rangées selon leur dénominateur.

d=3 d=4 d=6 d=12

Q
Il
=
Q.
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N

Y
N| =

WIN WK

Blw Bl
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1. Vérifiez sur la figure que le nombre de fractions de dénominateur ¢ vaut fp(d} , pour chaque



diviseur o de 12.

2. Soit 1 > 1 et g undiviseurde 7.Montrez que le nombre d'entiers & & [[1, n]] tels que
k/n ait pour dénominateur réduit o est égal & {d) .

3. En déduire la formule de Gauss : Z cp(d:' = n.
n

4. Retrouvez la valeur de fp{pk} a partir de cette formule, pour P premier.

Onnote I I'ensemble des polynémes P € Z[X | dont le coefficient constant P{0) est pair.

1. Montrez que I est le noyau d'un morphisme d'anneaux de Z[X | dans # /27 . En déduire que
I estunidéal.

2. Montrezque I = EE[X] + XE[X]
3. Montrez qu'il n'existe aucun D € Z[X ] telque I = D Z[X].

4. Expliquez pourquoi la démonstration faite dans le cours pour [K[X] ne s'applique pas a E[X] .

Exercice 22 : Probleme, le chiffrement RSA

On choisit deux nombres premiers distincts P et ¢, onpose ™ = PJ, et on choisit un entier &
premier avec (n) . Le message m € [[0, n —1]] estchiffrféen ¢ = m€ mod n .

1. Exprimez fp{n} en fonction de P et g .)ustifiez I'existence d'un entier d = 1 tel que

ed = 1(modep(n)).

2.0nprend p =11, g=13 et e = 7.Calculez n, ¢(n) etlepluspetit d > 1
convenable.
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3. Chiffrez le message m = 2.
4. Revenons au cas général. Montrez que med = m (mod Jn lorsque m An =1.

5. Montrez que med = m (mod )p pour tout entier 1, y compris lorsque [F divise . En
déduire que med = m (mod )n pourtout m € Z .

6. En déduire que x — x% estune bijection de E;’nz dans lui-méme, et donnez sa réciproque.

7. Dans I'exemple numérique, vérifiez le déchiffrement de ¢ = 128 en calculant 128103 modulo
11 et modulo 13.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : anneaux, idéaux et Z/nZ, cours de maths spé

A maitriser avant : Compléments sur les groupes : groupes monogénes et ordre

Chapitre précédent : Compléments sur les groupes : groupes monogenes et ordre

Chapitre suivant : Eléments propres et polyndme caractéristique
e Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup


https://mathovore.fr/anneaux-ideaux-congruences-corrige-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/anneaux-ideaux-congruences-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/groupes-ordre-monogenes-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/groupes-ordre-monogenes-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/elements-propres-polynome-caracteristique-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/qcm-maths-spe
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
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