Cours de maths spé

Anneauy, idéaux et Z/nZ

. Anneaux : rappels et produit fini d'anneaux

Ce chapitre reprend I'arithmétique de premiere année avec un langage plus puissant. En effet, les notions
d'idéal et d'anneau quotient Z/nZ unifient I'étude de Z etcellede K[X']. Dans tout le chapitre,
les anneaux sont unitaires. Sauf mention contraire, ils sont aussi commutatifs.

Définition :

Unanneau (A, +, X } estun groupe commutatif (A, 4) munid'uneloi X associative,
distributive par rapporta -+ et possédant un élément neutre 14 . Un morphisme d'anneaux

f:A — B vrifie fla+8) = flo)+ f(b), flob) = fl@ f(b) et fla)=1p.

L'anneau A estintegre s'il est commutatif, non nul et sans diviseur de zéro :
ab =0 = a =0 ou b = 0.Uncorps est un anneau commutatif non nul dont tout élément
non nul est inversible.

Onnote 4% legroupe des inversibles de A . Ce groupe multiplicatif jouera un réle central pour
Z/nZ . Construisons maintenant de nouveaux anneaux a partir d'anneaux connus.

Définition :

Soit Ajq,... A, desanneaux. Le produit A1 x...x A, est munides lois composante par
composante :
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(ag, nap)+(b1,..,bp) = (ay+b1,..,a,+bp), (ay,..,a.)(b1,..,b,) = (a;by,..,a.b,).

C'est un anneau de neutre multiplicatif {1;:._1, Cay lgr}.

Propriété :

Les inversibles du produit sont les ¥ -uplets d'inversibles :
(A1x...x A = AF x...x A%,

Démonstration :

Le produit l:fl,{;:l(bg':l vaut {l, R 1} si et seulementsi & b; =1 pour tout z . Autrement
dit, {flq-:l est inversible si et seulement si chaque &, I'est, et I'inverse est l:fli;_l} .

Un produit de deux anneaux non nuls n'est jamais integre. Par exemple, dans & x & ,ona
(1,0) x {0,1) = (0,0) alors que les deux facteurs sont non nuls.

Il. Idéaux d'un anneau commutatif

1. Définition et premiers exemples

Un idéal est une partie stable par addition et « absorbante » pour la multiplication. C'est la bonne notion
pour parler de multiples et de noyaux.



Définition :

Soit A unanneau commutatif. Une partie f de A estunidéalde A si:

e T estun sous-groupe de {A, -I-:l ;

e pourtout @ € A ettout = € I ,ona ax € I (propriété d'absorption).

0T
Pour a € A, l'ensemble ad = {x !E A des multiples de @ estun idéal. On I'appelle
]

l'idéal engendré par . C'est le plus petit idéal contenant @ . Par exemple, &# estl'idéalde #
engendré par 6. De méme, (X — 1)R[X] est I'ensemble des polyndmes réels qui s'annulent en 1.

Remarque :

Siunidéal I contientuninversible %,alors 1] = 44—l € J,donc ¥ = A .Par
conséquent, les seuls idéaux d'un corps [ sont {0} et [.

Proposition :

Le noyau d'un morphisme d'anneaux f: A — B, avec 4 commutatif, est unidéalde A .

Démonstration :
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D'abord, ker f estun sous-groupe de (A, —|—) ,car f est un morphisme de groupes additifs.
Ensuite,si = € ker f et a € A ,alors flaz) = f(a) f(zr) = f{@)x 0 = 0. Donc
ar € ker f.

En revanche, I'image d'un morphisme n'est pas un idéal en général. C'est un sous-anneau. Ainsi, I'injection
£ — ) apourimage Z,quin'est pasunidéalde Q.

Proposition :

H |

!y!l
Si I et Jsontdesidéauxde A ,alors I'MNJ et I4J =< ¢ J» sontdesidéaux

e d
de A .Deplus, F -+ .J estleplus petitidéal contenant F IJ J .

Méthode :

Pour montrer qu'une partie I est un idéal, on dispose de deux voies.

o Vérifier directement : 0 € I, stabilité par différence, puis absorption par un élément
quelconque de A .

e Reconnaitre I comme le noyau d'un morphisme d'anneaux, par exemple d'un morphisme
d'évaluation P — Pfa).

Pour montrer qu'une partie n'est pas un idéal, un seul contre-exemple suffit. Souvent, on montre
qu'elle contient 1 sans étre égalea A .




2. Divisibilité dans un anneau integre

Dans un anneau intéegre 4 ,onditque & divise § s'ilexiste ¢ € A telque § = ac . Lelien
avec les idéaux est immédiat.

Soit A intégreet a,b € A . Alors a divise b sietseulementsi bA C aA . Deplus,
aAd = bA sietseulementsi @ et p sontassociés, c'est-a-dire s'il existe 1 £ A% tel que

b = ua.

Démonstration :

La premiere équivalence découle de la définition, car b.A  a.d équivauta b € a.d .Pourla
seconde, supposons g A — b.A.llexistealors U,V telsque b = wao et @ = wh.Donc

a = vua ,soit a{l —ww) =0.Si a = 0,alors p = 0 ettout convient. Sinon, I'intégrité
donne ww = 1,donc u estinversible. La réciproque est claire.

Ainsi, en passant aux idéaux, on oublie les inversibles. C'est pourquoi, dans £, on raisonne sur les entiers
positifs, et dans [K[X] , sur les polyndmes unitaires.

1. Idéaux de Z et PGCD

La division euclidienne permet de décrire tous les idéaux de & . C'est le premier exemple d'anneau
principal.

Théoréme :
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I Les idéaux de £ sont exactementles n# ,6avec n € [N.L'entier 7 estunique.

Démonstration :

Soit I unidéalde #.Si ¥ = {0},alors I = OF.Sinon, I contient un entier strictement
positif, car il est stable par passage a I'opposé. Soit 7. le plus petit d'entre eux. D'abord, nd C I
par absorption. Ensuite, pour a € f ,onécrit @ = ng + 7 avec 0 < r < n . Alors

r =a—ng € I, etlaminimalit¢éde 7 impose r = (0.Donc f = nZ.

Ce théoréme donne une définition élégante du PGCD et du PPCM. En effet, af + && et af M bF
sont des idéaux. lls s'écrivent donc g F et m# .

Théoréme :

Pour a,b € Z,ona aZ +bZ = (a AD)Z et aZ NEZ = (o v b)Z . En particulier, il
existe u,v € £ telsque au + bv = a A b (relation de Bézout).

Plus généralement, @& +...+a,Z = (a; A...Aa, )T

Ainsi, I'inclusion des idéaux renverse la divisibilité : plus I'entier est grand pour la divisibilité, plus son idéal
est petit. La figure ci-dessous montre les idéaux de & qui contiennent 12 . Une fleche descend de
dZ vers m# quand mf C dF .



plus grand

4Z 6Z
\/ 47 + 67 =27
470 67=127

plus petlt IZZ

Ona 47 + 64 = 27 et 4F M 6F = 127 .Surlafigure, 2F estle plus petit idéal au-dessus
de 4F et 6F .Deméme, 12F estle plus grand en dessous des deux.

IV. L'anneau Z/nZ

1. Structure d'anneau

Soit 7 = 1 .Lacongruence modulo 7 est compatible avec I'addition et la multiplication. Par
conséquent, les lois de # passent aux classes.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Définition :

Onnote % laclassede k modulo 7. Ll'ensemble Z/nZ = {ﬁ, L,..,n— l} , muni de
G+b=ua-+bet gxb= ab. estunanneau commutatifa n éléments. La surjection
canonique % —3 jk estun morphisme d'anneaux de noyau n# .

On visualise E/HE comme une horloge a % graduations. La figure ci-dessous représente E;’IEE ;
les classes inversibles y sont marquées en rouge.



® |nversible ® non inversible

2. Eléments inversibles

Théoreme :

La classe J estinversible dans Z/nZ sietseulementsi k& A n = 1.Dans le cas contraire,
J- est nul ou diviseur de zéro.
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Démonstration :

D'abord, % estinversible si et seulement s'il existe u tel que kw = 1(mod Jn. Autrement dit,
il existe U; U telsque kwu 4 nv = 1.D'aprés le théoréme de Bézout, cela équivaut a
bk An = 1.Ensuite,si d = &K A n>1,onpose m = n/d.AIors 0<m <n,donc
ﬁ% 0,et km = (k/d)n,donc Em =10 .

Méthode :

Pour calculer I'inverse de k= modulo 71, on applique I'algorithme d'Euclide étendua k% et 7.0n
obtient kwu + mw = 1, etl'inverse est 7. Pour de petites valeurs, un essai direct des multiples
de % suffit souvent.

Cherchons l'inverse de 11 modulo 26. Les divisions successives donnent 20 = 2 x 11 4+ 4, puis
1l =2x443,puis 4 =1x 3+ 1.Enremontant:

1=4-3=4—-(11-2x4)=3%x4—-11=3x26—-7x1L

Donc l'inverse de 1] est —7 — 19.0nvérifie: 11 x 19 = 209 = 8§ x 26 4 1.

3.LecorpsF p

Théoreme :




Pour m > 2, les assertions suivantes sont équivalentes : Z/nZ estuncorps; Z/nZ est
intégre ; 7 est premier. Lorsque ¥ est premier, onnote Fp = prZ.

Démonstration :

Un corps est intégre. Si n, = gb avec 1< a,b<n  alors g3 = 0 avec &,5 non nuls :
I'anneau n'est pas integre. Enfin, si 7 est premier, tout % non multiple de 7 est premier avec 7
,donc k estinversible.

Dans le corps [ p , on peut diviser et utiliser toute I'algébre linéaire. De plus, un polyndme de degré 4
a coefficients dans [ p aauplus o racines. Par exemple, I'équation 2 — T n'a que les solutions
+ 1 dans Fop.

V. Théoreme chinois et indicatrice d'Euler

1. Le théoreme chinois

Théoreme :

Soit m, m = 1 premiers entre eux. L'application

v:Z[mnZ -+ Z|mZ x Z[nZ, k mod mn = (k mod m,
,k mod n)

est bien définie, et c'est un isomorphisme d'anneaux.
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Démonstration :

Si k= k' (modmmn) . alors k = k' modulo m etmodulo 7. : 1 est bien définie. C'est

clairement un morphisme d'anneaux. Ensuite, si ;!;{E} = (,alors m et 7 divisent k% .Comme
m A n = 1, leur produit mn divise k.Donc 10 estinjective. Enfin, les deux ensembles ont
mn éléments, donc 1 est bijective.

La figure ci-dessous illustre lecas m = 3, n = 5.Chaque entier j de 0a 14 est placé dans la

(k mod 3,
4 mod 5)

case . Chaque case recoit exactement un entier : c'est la bijectivité de % .

reste modulo 5

0 1 2 3 4

0 0 6 12 3 9

=

10 1 7 13 4

reste
modulo 3

Pour résoudre = = @ (mod Jm et £ = b(mod )Jn avec m A n =1 :




e on écrit une relation de Bézout mu + nv = 1 ;
eonpose Ty = anv+bmu eneffet, nu = 1(mod)m et mu = 1(mod)n ;

e les solutions sont exactement les Ty + kmn, kecZ.

Pour trois congruences ou plus, on combine les deux premieres, puis on recommence.

Résolvons = = 1(mod )4 et £ = 3(mod)5.0na 4x (-1)+5x1=1.Ainsi
g =1x5+3x (—4) = —T. Les solutions sont donc les z = 13 (mod 20) . Vérification :
13=3x4+1et 13=2x5+43.

Si M et 7 nesont pas premiers entre eux, le systéme peut n'avoir aucune solution. Il en a si et

. mod} m A n .
seulementsi a = & } . Dans ce cas, les solutions forment une classe modulo

mN T

2. Indicatrice d'Euler

Définition :

Pour m > 1,onnote @(n) le nombre d'entiers k € [[1, n]] premiers avec n.D'apres la
partie IV, @({n) est le cardinal du groupe (z/nz}x .
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Théoreme :

e Si P estpremieret k& > 1, alors (p{pk} = pk—pk—1,

*Si mAmn =1,alors (p{mﬂ:‘ = W(m:' f:f*"'i”:' :

T
1
e Par conséquent, si "+ = P?l s P?’" , alors @(ﬂ:‘ ="n 'Hl (1 - ;Tt-) .
T =

Démonstration :

D'abord, un entier est premier avec pk si et seulement s'il n'est pas multiplede F.Orilya

p¥ —1 multiples de P dans [[1, p*]] . Ensuite, I'somorphisme chinois 1) envoie les
inversibles sur les inversibles. Avec la propriété du produit d'anneausx, (z/mnz)x est en bijection
avec (z/mz}x X {z/nz}x . Enfin, la formule générale s'obtient par récurrence sur 7.

Comme 84 — 92x 3 x 7, onobtient ©(84) = 2x 2x 6 = 24 . De méme,
p(100) = 100 x & x £ = 40.

La figure ci-dessous représente (p{n} pour 7Tt de 1 a 60. Les points des nombres premiers sont sur la
droite % = n — 1, qui est le maximum possible. En revanche, les nombres trés composés, comme 30
ou 60, ont une indicatrice nettement plus faible.



60 -

w3
_____ y —3 n [— 1 ’,/{
50{ ® nnon premier ,,/'
® n premier i
40 - 0 .
/" .
—_— ,’{’ ®
% 30 1 ”.". [ ]
‘/’ e o o. e o
20 - ‘/’ ® . ® . ® ° .
> o0 ° . /o
o ° o0 ° °
107 ," n.o.o/,p ¢(60) =16
& o e o0
0 {ee%® »(30)=8
0 10 20 30 40 50 60
n

3. Théoreme d'Euler

Théoreme :

Soit m = 2 et a un entier premier avec 7. Alors afﬁ'(ﬂ) = 1(mod In

est premier et ne divise pas @, alors g¥ — 1 = 1(mod )p (petit théoréme de Fermat).

. En particulier, si I

Démonstration :

Le groupe (z/nz}x est commutatif et de cardinal (n) . D'aprés le théoréme de Lagrange,

l'ordre de @ divise @(n).Donc gzl _ 1.

Méthode :
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Pour calculer gV od n avec a An = 1,ondivise IV par @(n) : N = gen)+r.
Alors &N = a7 (mod )n . Mieux encore, si I'on connait I'ordre @ de @&, il suffit de réduire IV
modulo .

Calculons 92026 modulo 11. Comme 11 est premier, 210 = 1 (mod11). Or
2026 = 202 x 10 + 6 . Donc 922026 = 96 — 64 = 9 (mod11).

La figure ci-dessous suit les puissances successives de 2 modulo 11. Elles parcourent les dix classes non
nulles avant de revenir a 1 : la classe de 2 est d'ordre 10, qui est bien {11} .



1-2-54-58-5-10-9-7-3-6-1

VI. Idéaux de K[X] et décomposition en irréductibles

Dans cette partie, K désigne [ ou ([, ou plus généralement un corps. La division euclidienne des
polynémes joue le role de celle des entiers.

Théoreme :
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Tout idéal nonnul I de K[A] s'écrit I = P K[X] pour un unique polynéme unitaire P .

Démonstration :

Soit P un polynbme non nulde I de degré minimal, qu'on peut rendre unitaire en le multipliant
par une constante. Par absorption, PK[X] C I .Soit A € T ;onécrit A = PQ + R
avec deg H <deg P Alors A =A—-PQ € I, donc R = 0 parminimalité. Pour
'unicité, deux générateurs unitaires sont associés, donc égaux, car les inversibles de K[| sont les
constantes non nulles.

Théoreme :

Soit A, B € K[X] nontous deux nuls. Le PGCD I} = A A B est I'unique polyndme unitaire
telque A K[X]+ BK[X] = DK[X].Enparticulier, il existe U, V" tels que
AUl + BV = 0,

De plus, tout polynéme non constant se décompose en produit d'une constante et de polynémes
irréductibles unitaires, de facon unique a l'ordre pres. Sur [, les irréductibles sont les polynémes de
degré 1. Sur [, ce sont ceux de degré 1 et ceux de degré 2 a discriminant strictement négatif.

Ona X% —-1= (X -D(X +1)(X?%+1) dans R[X], et

XY 1= (X -1D(X +1D(X —4)(X +1) dans C[X]. Par ailleurs,
X% -1=X(X3-1)+(X -1) et X —1dvise X3 _1.Donc
(XE-DA(X3-D=X-1.

Méthode :



F
L'ensemble [, = KX], est le noyau du morphisme d'évaluation P — Pfa).
Plo) ==
C'est donc unidéal, etici F4 = (X —a)K[X] . Pour déterminer unidéal de K[X ], on cherche
un polynéme de degré minimal qu'il contient, puis on vérifie qu'il divise tous les autres.

VIl. Algebres, sous-algebres et morphismes d'algebres

Beaucoup d'anneaux étudiés en spé sont aussi des espaces vectoriels. La notion d'algebre combine ces
deux structures.

Définition :

Une [ -algebre est un ensemble 4 muni de deux lois internes + et X etd'une loi externe
- tellesque (A, 4, %) estunanneau, (A, 4+, ] estun [ -espace vectoriel, et, pour tous
AeKet abe A

(A-a)xb=ax(A-b)=X-(axb).

Les ensembles K[X ], M (K), L(F)et F(X,K) sontdes K -algébres.Seules
M, (K) et £(E),pour n > 2 ou dim E > 2, ne sont pas commutatives.

Définition :
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Une sous-algébre de A est une partie B quicontient 14 et qui est stable par combinaison
linéaire et par produit. Un morphisme d'algébres f: A — A’ est une application linéaire qui est

aussi un morphisme d'anneaux :  fab) = f(@) f(b) et f(la) = 14.

Méthode :

Pour montrer que B est une sous-algébre de A , on vérifie trois points: 14 € B, B estun
sous-espace vectoriel, et ab € B pourtous @,b € B .Une autre voie consiste a écrire B
comme I'image d'un morphisme d'algebres.

Proposition :

Soit A une [K-algébreet a € A .L'application evy:K[X] — 4, P — P(a),estun
morphisme d'algebres. Son image [K[a] est une sous-algebre commutative de 4 . Son noyau est
unidéal de K[ '], formé des polynémes annulateurs de ¢ .

. (Neay?1§ 0 |
Soit C = bé&a .Cest limage de eV j: R[X] — Mjy(R), avec
8,0 € R
J = ([RMF?] 10 g{cﬂ—l) .Eneffet, J2 = —TI+, donc X2 41 annule J.Ecrivons la

division euclidienne P = (X2 4+ 1)@ + a 4 X . On obtientalors P(J) = aly +bJ.
Ainsi, C est une sous-algébre de  Mon(R) . Deplus, a + b — afg+bJ estun
isomorphisme d'algébres de  sur (.

Ce qu'il faut retenir




Un idéal est un sous-groupe additif absorbant ; le noyau d'un morphisme d'anneaux en est un.

Dans un anneau intégre, @ divise b sietseulementsi b A C ad ., et gd = bA siet
seulementsi @ et } sontassociés.

Les idéaux de Z sontles nZ ; af +0Z = (@ AbZ et aZ NVL = (o V b)Z .

% estinversible dans Z/nZ sietseulementsi jk A m = 1 ;l'inverse se calcule par
I'algorithme d'Euclide étendu.

E,/HE est un corps si et seulement si 7. est premier.

Théoréme chinois:si m An =1, Z/mnf ~ Z/mI x ZinZ .

¥ est multiplicative et (n) = n H (1 —1/p) surles premiers P divisant 7.
e Théoreme d'Euler : a‘:ﬂ(ﬂ) =1(mod)n si aAn=1.
e Tout idéal non nul de [K[X] est engendré par un unique polyndme unitaire.

« Une sous-algébre contient 1 et est stable par combinaison linéaire et produit; P — P{a) estun
morphisme d'algébres.

Questions fréquentes sur anneaux, idéaux et Z/nZ

Quelle différence entre un idéal et un sous-anneau ?

Un sous-anneau contient 1 et est stable par produit de deux de ses éléments. Un idéal absorbe les
produits par n'importe quel élément de I'anneau. Un idéal qui contient 1 est I'anneau entier : sauf ce cas,
un idéal n'est jamais un sous-anneau. Le noyau d'un morphisme est un idéal, son image un sous-anneau.

Comment trouver rapidement I'inverse de k modulo n ?

Il faut d'abord vérifier que k& A m = 1, sinon l'inverse n'existe pas. On applique ensuite I'algorithme
d'Euclide étendu pour obtenir kw + nuw = 1 ; l'inverse est la classe de . Pour de petites valeurs,
tester les multiples de % suffit, et on vérifie toujours par une multiplication.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Quand peut-on appliquer le théoreme chinois ?

La forme du cours exige des modules premiers entre eux deux a deux : E;’mnz ~ E,/mz X E;’nz
si m A n = 1.Siles modules ne sont pas premiers entre eux, le systtme z = a (mod Jm ,

z = b(mod Jn ades solutions seulementsi g = & modulo m A m . Les solutions forment alors
une classe modulo le PPCM.

Le théoreme d'Euler donne-t-il le plus petit exposant qui annule ?

Non. Il affirme que a‘P(’-”J = 1(mod)n Si aAn =1, maislordrede a peutétre un diviseur
strict de  ¢o(n) . Par exemple, 7% = 1 (mod100) alors que {100} = 40 . Dans les calculs,
chercher d'abord une petite puissance égale a 1 fait gagner du temps.

Pour aller plus loin en maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur anneaux, idéaux et Z/nZ

A maitriser avant : Compléments sur les groupes : groupes monogénes et ordre

Chapitre précédent : Compléments sur les groupes : groupes monogenes et ordre

Chapitre suivant : Eléments propres et polyndme caractéristique

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup


https://mathovore.fr/anneaux-ideaux-congruences-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/groupes-ordre-monogenes-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/groupes-ordre-monogenes-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/elements-propres-polynome-caracteristique-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/qcm-maths-spe
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf

