Corrigés des exercices de maths spé

Anneaux, idéaux et Z/nZ

Corrigé de I'exercice 1 : Inversibles de Z/nZ et calcul d'inverses

1. Une classe est inversible si sa ligne contient la case 1 .Surlatable,onlit 1% 1 =1,
T% 7 =9 =1c¢€ §x3 =8 = ].Enrevanche, leslignesde,?2,4,5,6et8ne
contiennent pas 1 . Donc {E/IDE}X — {L 3 oe?, §} , avec g_l — 7 et g_l — g.Lle
cours donne le méme résultat : les entiers de 0 a 9 premiers avec 10 sont 1, 3, 7 et 9.

2. Les inversibles correspondent aux entiers de [[0, 19]] premiers avec 20 = 92 x & . Ce sont les
entiers impairs non multiples de 5. On obtient {I, 3, 7, 8, 11, 13,ce17, 19} , soit (20) = 8
éléments. Ensuite, 7 x 3 = 21 = 20 4+1.Donc %1 _ 3 dans Z/20Z.

Questions 3 a 4

3. D'abord, 17 A 60 = 1, car 17 est premier et ne divise pas 60. L'algorithme d'Euclide donne :

60 =3 x17+9, 17=1x94+8, 9=1x8 +1.

On remonte ensuite les calculs :

1=0-8=9—(17-9)=2x9—-17=2(60—-3x17) =17 =2x 60 =7 x 17.

Ainsi, 17 x (=7) = 1(mod60). Donc 7771 _ =% _ £3. Vérification :
17Tx53 =901 =15x60+1.

4. Ona 6% 10 = 60 = 0, alors que 5% Oet 10 ?é 0.Donc § est un diviseur de zéro.
C'est cohérent avec le cours, puisque & A 20 = 2 > 1 et 20/2 = 10.
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Point de méthode : vérifiez toujours un inverse modulaire par une multiplication ; c'est rapide et cela
évite les erreurs de signe.

Corrigé de I'exercice 2 : Calculs de l'indicatrice d'Euler

1. On décompose chaque entier, puis on applique la multiplicativité et la formule
p(pk) = pF —pF =1,

° 360 = 23 % 32 x 5, donc (360) = (8 —4)(9-3)(5-1) =4x6x4,soit
©(360) = 96.

o 1001 = 7 x 11 x 13 ,donc {1001) = 6 x 10 x 12 , soit (1001) = 720.
o (210) = 210 _ 2% = 99 soit (1024) = 512,
o 343 — 73,donc ©(343) = 343 — 49, soit ©(343) = 294 .
2. Ona 2026 = 2 x 1013 , avec 2 et 1013 premiers distincts. Par multiplicativité,
©(2026) = @(2)p(1013) = 1 x 1012 . Donc (2026) = 1012.
3. Soit 7 > 3 .Deux cas se présentent.

o Si 7 aun facteur premier impair P,onécrit n = p®m avec p A m = 1. Alors
@n) = po— 1':13 — Dplm) et p—1 estpair.

o Sinon, n, = 2k avec k > 2,car n = 3 .Alors n) = 2k — 1 est pair.

Dans les deux cas, @(n) est pair.

Corrigé de I'exercice 3 : Puissances modulo n par le théoreme

d'Euler




1. Le nombre 7 est premier et ne divise pas 3. D'aprés le petit théoreme de Fermat,
3% = 1 (mod )7.0r 1000 = 166 x 6 +4.Donc 31000 = 3% — 81 = 11x 7+ 4.Le
reste vaut 4.

2. De méme, 13 est premier, donc 212 = 1 (mod13) . Comme 100 = 8 x 12 4+ 4, on obtient
5100 = 2% — 16 = 3. Le reste vaut 3.

3.0na 72 — 49 et 7% = 492 — 2401 = 1 (mod100) . Ainsi, la classe de 7 est d'ordre 4
dans {E/l[][]z}x .Ensuite, 2026 = 4 x 506 +2,donc 72026 — 72 _ 49 .Les deux
derniers chiffres de 72026 sont 4 et 9. La figure ci-dessous montre ce cycle de longueur 4,
bien plus court que (100) = 40 .
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®

4. Le chiffre des unités est le reste modulo 10. Or 13 = 3 (mod10) et 3% = 81 = 1 (mod10).
Comme 2026 = 2 (mod )4, on obtient 132026 = 32 — g. Le chiffre des unités est 9.
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Point de méthode : le théoreme d'Euler donne un exposant qui annule, mais pas forcément le plus petit ;
cherchez d'abord une petite puissance égale a 1.

Corrigé de I'exercice 4 : Un systeme de trois congruences

1. Les entiers 3, 5 et 7 sont premiers deux a deux. En appliquant deux fois le théoreme chinois, on
obtient un isomorphisme £ /105& ~ Z /3% x Z/5Z x Z/TZ . Letriplet (2,3,2) adoncun
unique antécédent. Par conséquent, les solutions forment une seule classe modulo 105.

2. On part de la relation de Bézout 3 x 2 4+ 5 x (—1) = 1. D'aprés la méthode du cours,
Ty =2xX5X (1) +3x3x2=-10+18 = 8. Vérification: 8 = 2x 3 + 2 et
8 =5+3.Donc £ = 8(mod15).

3. lireste arésoudre = = 8 (modlb) et = = 2(mod )7.0nécrit = = 8 4+ 15k . Comme
15 = 1(mod)7,0ona = = 1+ k (mod )7 . La condition devient k& = 1({mod )7, d'ou
x = 8415 = 23 a105prés. Donc = = 23 (mod105) . La figure ci-dessous confirme que
23 est le seul entier de  [[0, 104]] qui vérifie les trois conditions.
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4. Les solutions sont les 23 4+ 1057 . 0r 23 4+ 105 x 9 = 968 < 1000 et
23 4+ 105 x 10 = 1073 . Le plus petit entier cherché est 1073.



Corrigé de I'exercice 5 : Idéaux de Z et PGCD

1. D'aprés le cours, 124 + 187 = (12 A 18)Z et 124 N18Z = (12 v 18)Z . Comme
12 = 92x 3 et 18 = 2% 32,onobtient 127 + 187 = 67 et 127 N 187 = 367 .

2. Lasomme vaut (84 A 60 A 105)Z . D'abord, 84 A 60 = 12 .Ensuite, 12 A 105 = 3. Donc
847 4 60F + 1054 = 3£ . Parailleurs, 84 = 60 + 24 et 60 = 2 x 24 4 12 . Ainsi,
12 =60—-2x 24 = 60 —2(84 —60) = 3 x 60 —2 x 84 . On peut prendre
u=-2e v=3.

3.Si af C b& ,alors a € bF ,donc h divise a.Réciproqguement,si @ = bc , tout multiple
ak = blck) de a estunmultiplede b.Donc af C bZ & b|a.

4. Unidéal de £ s'écrit n# avec n € IN.D'aprés la question précédente, 184 — nf siet
seulement si 7 divise 18. Les idéaux cherchéssont #, 27, 37, 64, 97 et 187.

Corrigé de I'exercice 6 : Parties qui sont ou non des idéaux

1. La partie f7 contient 0 et elle est stable par différence, car les conditions sont linéaires. Soit
ensuite A € R[X] et P € Ij.0na (AP)(1) = A()P(1) =0 et
(AP}’{l} = A'()P(1) + A(DP'(1) = 0.Donc I estun idéal. De plus,
P(l) = P’(l} = () signifie que 1 est racine au moins double de P . Autrement dit,
(X —1)% divise P .Ainsi, I; = (X —1)?R[X].

2. Le polynéme nul n‘appartient pasa f5.Donc {3 n'est pas un idéal, ni méme un sous-groupe.

3. La partie 13 estun sous-groupe additif. Cependant, X € I3 et X2x X = X3 52‘ Iq.
L'absorption est en défaut, donc f3 n'est pas un idéal.

4. Lapartie T4 estlenoyau du morphisme d'anneaux P — P(i} de R[X ] dans €. Clest
donc un idéal. Pour le décrire, on écrit la division euclidienne P = {XE + I}Q +aX 46
dans R[X].Alors P(x) = az + b, avec a,b réels.Donc P(z) = 0 équivauta

a=b=0.Ansi, T4 = (X2 4+1)RX].

5.0na 2 € Ifget 3 &€ fg, mais 2+ 3 = 5 n'est multiple ni de 2 ni de 3. Donc ft n'est
pas un idéal.
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Corrigé de I'exercice 7 : Equations linéaires modulo n

1. L'équation a une solution si et seulement s'il existe =, % € £ telsque ax +ny = b.
Autrement dit, & € af + n# = dZ . C'est bien la condition d | b . Supposons-la réalisée et
écrivons @ = da/, n = dn’/, b = dp’. Alors n|ax —b équivauta n!|alz — b’ or

a! A n! = 1,donc g/ estinversible modulo /. Les solutions forment ainsi une classe
Ty + n'Z  Modulo 7, cette classe donne Loy Lo+ nf ... g+ (@ —1n/ . 1yadonc
exactement  solutions modulo 7.

2.1ci d =6 A 10 = 2,quidivise 4. Onseraméned 3z = 2 (mod )5 . L'inverse de 3 modulo 5
est2,donc £ = 4 (mod )5 . Les solutionssont © = 4 ou x = 9(mod10). Vérification

24 = 4 et 54 = 4 modulo 10.

3.1ci d =6 A9 = 3, quinedivise pas 5. L'équation n'a aucune solution. On le voit aussi
directement: &1 — 5 n'est jamais multiple de 3.

Question 4

4, 0na 133 =T x19et 91 = Tx13,donc d = T7,quidivise 35 = 7 x 5 .L'équation
équivauta 13x = 5(mod19).0r 13x 3 = 39 = 2x 19 + 1, donc l'inverse de 13 est 3.
Ainsi, & = 15 (mod19). Les solutions modulo 133 sont 15, 34, 53, 72, 91, 110 et 129.

Vérification: 91 x 15 — 35 = 1330 = 10 x 133.

Corrigé de I'exercice 8 : Congruences a modules non premiers

entre eux

1. Supposons que & soit solution. Comme g divise ™ et M,ona £ = a et £ = b modulo
d,donc @ = b(mod )d . Réciproquement, écrivons g — b = #d et une relation de Bézout

mu +nv = d.Alors a —b = tmu + tnv.Posons & = a — trmu . D'une part,
£ = a(mod )Jm .Dautrepart, £ = b + tnv = b(mod Jn.Enfin, £ et x/ sontdeux



solutions si et seulementsi 11 et 1 divisent 1 — 1/, c'est-a-diresi . W n divise 1 — /.
Les solutions forment donc une classe modulo 1 % ..

2.1ci d =2 et 3 = 5(mod)2 :ilya des solutions, uniques modulo 12. Avec
4 x I:—l:l—|-6>< l=2e t= (3—5)]2 = —1, on obtient

r =3 —(-1)x 4 x (-1) = —1. Les solutions sont les x = 11 (mod12) . Vérification :
11l =2x443=06+4+5.

3.1ci d = 2,mais 1 7% 2 (mod )2 . 1 n'y a aucune solution : la premiere congruence impose
I impair, la seconde I pair.

Question 4

4. Notons I le nombre de soldats. La condition « il en reste un par 2, 3, 4, 5 ou 6 » signifie que
£ — 1 est multiple de 2, 3, 4, 5 et 6, donc de leur PPCM 60. Ainsi, = = 1 (mod6&0) et
£ = 0({mod )7.Comme B0 A 7 = 1, lasolution est unique modulo 420. On écrit
z =1+460k,avec 60 = 4 (mod )7 .llfaut 4k = —1 = 6 (mod )7. L'inverse de 4
modulo 7 est 2, donc k = 12 = 5.D'oU 1 = 301 (mod 420) . La troupe compte 301
soldats, seule solution inférieure a 400.

Corrigé de I'exercice 9 : Produit d'anneaux et idempotents

- - - , k — (k mod 2,
1. Comme 2 A 3 = 1, lethéoreme chinois fournit I'isomorphisme . Les
& mod 3)
imagessont: 0 — (0,0}, 1 — (1,1), 2 —=(0,2), 3 = (1,00, 4—= ({01,

5 — (1,2).

2. Dans E;’EE X E[ﬁz,ona Yy + v = 0 pourtout ¥.Supposonsque J soitun
isomorphisme depuis Z/4Z . Alors  f(2) = f(1) + f(I) = 0 = f(0).0or 25 0, ce qui
contredit I'injectivité. Les deux anneaux ne sont donc pas isomorphes, bien qu'ils aient quatre
éléments.

3. Les inversibles d'un produit sont les couples d'inversibles. Or #% = {~1,1} . Donc

I:E X E}x = {':1: 1}1 ! _1}1 ':_1: 1}1 {_1: _1:'} )
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4. Ona (g, b}g = (a, b) sietseulementsi g2 = g et 32 — p.Dans l'anneau intégre A ,
l'égalité afz —1) = 0 donne o = 0 ou a = 1.llenvademémedans B .Les
idempotents sont (0,0), (1,0), (0,1 et (1,1).

Question 5

5. D'abord, si I et .J sontdesidéaux, I x J estun sous-groupe, et

(@,b)(z,v) = (ox,by) € T x J pour (z,y) € I x J . Cestdoncunidéal.

a € A,
G  sof déal d 0 _ t
éciproquement, soit K unidéalde A x B.Onpose [ {!{g! 0) € H} €

b € B, o B o
J = {,{D, ) € H} . Ce sont des idéaux, car (z, 0)(@, 0) = (zra, 0). Ensuite, si

(@,b) € K ,alors (1,0)(@,b) = (@, 0) € K et (0,1){@,d) = (0,6) € K . Donc
K CIxJ.Enfinsi aeletbeJ,alors (ab =0+ (0,0 ¢ K.Ainsi,
K =1IxJ.

Point de méthode : dans un produit, les idempotents (1,0} et (0,1} permettent d'isoler chaque
composante ; c'est I'outil clé de la question 5.

Corrigé de I'exercice 10 : Eléments nilpotents de Z/nZ

1. D'abord, 0 € IN.Soit =,y € IN avec ™ =0 et yk’ — (0. L'anneau est commutatif,
donc la formule du binéme s'applique :

Lk m+k—1 . ‘ k1
(x—y)m = Z ([\chooe?]m+k‘—1)j) zJ (_y)m J
=0

Dans chaque terme,ona 7 = m ou m + Kk —1 — 7 > k. Chaque terme est donc nul, et
r —y € IN _Enfin,pour a € A, {a,;]::lm = a™ ™ = (.Donc [V estun idéal de
4.

2. Supposons [k nilpotent : il existe M tel que n | B Chaque P; divisealors L™, donc k
d'aprés le lemme d'Euclide. Les P, étant distincts, leur produit 7n divise k . Réciproquement,
si. Ty |k, posons ™ = MAX & Alors 1™ est divisible par Pr{n- . P;n , donc par 7.



Ainsi, % est nilpotent si et seulementsi 7, | k.

3.0na 72 = 23 x 32,donc Ty = 6 . Les nilpotents sont 0,6,12,..., 66, soit 12
éléments. Par exemple, 63 = 216 = 3 x 72.

4. Le seul multiple de Tn dans [[0, 7 — 1]] est 0 si et seulementsi Tn = 7.1l n'y a aucun
nilpotent non nul si et seulement si "1 est sans facteur carré, comme 30 ou 105.

Corrigé de I'exercice 11 : Divisibilité dans I'anneau des entiers
de Gauss

1. L'ensemble Z[3] contient 1 et il est stable par différence. De plus,

(@ + 20)(c +2d) = {ac — bd) + s{ad + bc), avec des parties réelle et imaginaire entiéres.
C'est donc un sous-anneau de (. Comme sous-anneau d'un corps, il est commutatif, non nul et
sans diviseur de zéro:  Z[¢] est intégre. Enfin, Na +1b) = a? + b2 € N, et

NGw) = fouf = 2P Jof = NG)NG).

2. Si zw = 1,alors IN{z)N(w) = 1 avec deux entiers naturels, donc IN{z) = 1.
Réciproquement, si IN{z) = 1,alors zz =1 et Z € £[s].Ensuite, g2 + p? = 1 impose
':a: b} € {{:I: 1, D:'! {D! + 1:'} Donc El:ﬂ.]>< = {11 -1, 1, _3} '

3.0na (1 —|-g:|2 =142t —1=2¢,donc —3(1 4+ 3}2 942 = 2 . Par ailleurs,
—4(l4+1) = —2+1=1-1.Comme — estinversible, 1 —|— 3 et 1 — 3 sont associés.

Questions 4 a 5

5+5:  (5+59(3—12) 20410z . S :
i 1 = G — 2 43 .Donc 3 +: divise 5 4 5z,

avec 5+52 = (3+41)(241).Enrevanche,si 1 -+ 2z divisait 3, on aurait
N(1+4 21) = 5 quidiviserait IN(3) = 9. Cestfaux,donc 1 -+ 27 ne divise pas 3.

4. On calcule

5. D'abord, (1 +41){c +12d) = (c —d) +2(c + d),etlasomme 2¢ des parties est paire.
Réciproquement, si a - b est pair, alors 5 — g l'est aussi, et

a+z‘b_(a+%'b)(l—i)_a+b
I+: — 2 = +14t
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N a b
Donc (1 +1)Z[z] = {,a!—i—!b pa,ia,ir} . La figure ci-dessous montre cet idéal : il forme un

damier dans le réseau des entiers de Gauss.

L0

2 140 ] o) u ® o) u o
c

[@)]

EO_. O = ® N ® O i
v

£ -11 0 u o) u ® u o u o
8 2

—-44 N O [ O T O O O [

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
partie réelle a
B multiplesde 1+ ® inversibles x1, =i O autres éléments

Corrigé de I'exercice 12 : Noyaux de morphismes d'anneaux

1.ona (P4+@))=Ph)+Qk), (PQ)) = Pl)Q{) etle polyndme constant 1
s'envoie sur 1. Donc ¢ est un morphisme d'anneaux. Il est surjectif, car o + b = 8 +6X).
Enfin, I'exercice 6 a montré que P{ﬁ:l = 0 siet seulement si XZ -+ 1 divise P .Donc

ker 8 = (X2 + DR[X].

2. L'application f est un morphisme d'anneaux, et k& € ker f sietseulement si4 et 6 divisent



k.Donc ker f = 127 . Ensuite, le couple (1,0) n'est pas atteint : il faudrait % impair et
multiple de 6. Donc f n'est pas surjective. En effet, son image a 12 éléments, alors que
I'anneau d'arrivée en a 24.

3. Supposons qu'un tel morphisme & existe. Alors g(i} =1l,et 0=1+4...41 (sixtermes).
Ainsi, 0 = g(0) = 6g(1) = 6, ce qui est absurde. Il n'existe aucun morphisme d'anneaux
de 7Z/67 dans 7.

4, Si m | 1, l'application % mod n — & mod m est bien définie. En effet, n | -k
entraine m | k — k' . Cest clairement un morphisme d'anneaux. Réciproquement, si & est un
morphisme, alors g(1) = 1.Parconséquent, 0 = g(n-1) = n-1 =n dans Z/mZ.
Donc 1 divise ™.

Corrigé de l'exercice 13 : Théoreme de Wilson dans le corps F p

1.Ona 72 —-1= (zr —1)(xr +1).Comme Fp estuncorps,ilestintégre. Donc 2 — ]
équivauta 5 — ] ou x — —].Les solutions sont - 1, confondues lorsque p = 2.
2. Pour p = 2,0na 1! =1 = —1{mod )2 .Supposons ensuite P impair. Un élément T de

I]-'ﬁé est égal a son inverse si et seulement si 2 — ], c'est-a-dire + — +7.lLes p —3
autres éléments se regroupent donc en paires {,ﬂ:, ,:1:—1} de produit ] . Le produit de tous les
éléments de [y vautalors I x (—1) = —1.Or ce produit est la classe de (p — 1)!. Donc

(p—1)' = —1(mod )p.

3. Soit 7 2 2 non premier, et & undiviseurde M avec 1<a <mn.Comme a <n—1, a
divise (n —1)!.Silonavait (n —1)! = —1(mod Jn, on aurait aussi cette congruence
modulo @ . On obtiendrait 0 = —1 (mod Ja , ce qui est impossible pour @ = 2 . Donc

(n —1)! 7% —1 (mod Jn.
4, Ona 10! = 3628800 = 11 x 329890 4+ 10, donc 10! = —1 (mod11), comme prévu.

Ensuite, le théoréme de Wilson donne 16! = —1(mod17).0r 18! = 16 x 151 et 16 = —1
.Ainsi, —15'= —1,d'ou 15' = 1(mod17).
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1. La division euclidienne donne X6 —1 = X2(X% —1) 4+ X2 — 1. Ensuite,
Xt_1= {XE + 1} {XZ — ljl , avec un reste nul. Le dernier reste non nul est X2 _ 1,
déja unitaire. Donc {XB — 1) A {X‘l -1) = X2 _1, avec
(X6 - - X2(x%-1D)=x2-1.

2. Lesracinesde X & _ 1 sont les racines sixiemes de I'unité Wy = e"‘:k”'rfg,pour 0<k <5
5
.Dans C[X],onadonc X% 1= H (X —w,) . Dans R[X], on regroupe les racines
k=10

conjuguées. Les paires ™1 Wg et @Wq W4 donnent X2 — 2cos(mf3)X +1 et
X2 —2cos(2m/3)X +1.D'ou:

X0 1=(X-D(X+D)(X?2-X+1)(X%2+X +1).

Les deux facteurs de degré 2 ont pour discriminant —3 < (0 : ils sont irréductibles sur
k.

Questions 3 a 4

3. Onécrit X% —1 = X" (X% —1) + (X" —1). Deplus,
X 1= (XP -1+ X5 +... + XM@Y jorsque g > 1,et xbe_q — g
lorsque g = 0. Dans les deux cas, il existe S telque X®—1= (Xb-1)§ 4+ (X" -1
. Par conséquent, les diviseurs communsa X% _1 et xb _ 1 sontexactement ceux de
xb_1 et X" _1.Les deux PGCD sont donc égaux.

4. Appliquons l'algorithme d'Euclide aux entiers @ et § . La question 3 montre que le PGCD des
polyndmes ne change pas quand on remplace (@, &) par (&, ) . Au bout du processus, le couple
devient (@ A b,0).On obtientalors {XaAb 1) A0 = XaAb_1 Dapresle cours sur
les idéaux de  K[AX'], (X® - DK[X]+ (X - DK[X] = (XeAd - DK[X].0n
retrouve la question 1, puisque & A 4 = 2.



Corrigé de I'exercice 15 : Sous-algebres de matrices

1. D'abord, [, € Tn , et une combinaison linéaire de matrices triangulaires supérieures I'est
encore. Soitensuite A, B € T, et 2>7.0na {AB:'E';.{ = Z}:: Gy bkj s k<1,

alors @ = 0 .Sinon, & > 2> 7,donc bg; = 0. Ainsi, {AB}@ = 0 .ponc T, est
une sous-algébre de M., ().

2. Lamatrice [n, commuteavec A .Deplus,si M, N € C(A)et X ¢ K,alors
AZVM 4+ N) = XAM + AN = (A M + N)A. Enfin
A(MN) = (AM)N = (MA)N = M(AN) = M(NA) = (MN)A . Donc
C{A:l est une sous-algebre.

' _ . T & Yy . o xr & y )
3. Soit A —= ([Rra@r.] e ,}) .Oncalcule AM = ([Rary.] 0y % Ditr et
x & 2y

= K . L'é ité i = 2 =
MA (["'-,Ial'j.i".] % Ot L'égalité impose ¥ Y et 2z = z,donc

y = z = 0. Ainsi, C{A) estI'ensemble des matrices diagonales, de dimension 2.

4, Latracede f, vaut n ?é 0 . L'ensemble des matrices de trace nulle n'est donc pas une
sous-algébre. Il n'est pas non plus stable par produit: 13871 = F/{1 est de trace 1.

Corrigé de I'exercice 16 : Polynomes annulateurs et puissances
d'une matrice

1. L'application P — P(M) est un morphisme d'algébres de R[X | dans M5(R) . Son
noyauest f.Donc I estunidéalde R[X].

2. Posons N = M — Iy = ([yra@r?] Jxl
(X —1)% € I .Lidéal I estnonnul,donc I = PR[X] avec P unitaire. Comme P
divise (X —1)2,ona P e [1,X -1, (X —1}2} .Or P =1 estexcly, car Ig?‘é 0. De

méme, P = X —1 estexclu, car M% fy.Donc 1 = (X —1}3 R[X] -

}) . Un calcul direct donne  py2 — (3, donc

3. Onécrit X — {X — 1}2 @ +aX 4+ b.Enévaluanten 1, onobtient 1 = a 4 b.En
dérivant puis en évaluant en 1, on obtient 7 = @, car 1 est racine double de {X — 1]2 Q . Le
reste estdonc nX +1—n .Comme {X — 1}2 annule Afd , il vient:
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M" =nM + (1 —n)ly= ([\ray?] %g?’fj}),

ponc M" = ([Hra@r?] é“%:?,}) pourtout n € IN.

Question 4

4. L'ensemble R[M] est I'image d'un morphisme d'algebres, donc une sous-algebre. Pour tout P,
onécrit P = (X —1}2Q +aX +b,dou PM)=alM +bly.Ainsi,
R[M] = Vect(Ig, M).Enfin, M n'estpascolinéaired Iy.Donc dimR[M] = 2.

Point de méthode : pour calculer ps™, divisez X ™ par un polyndme annulateur ; une racine
multiple se traite en dérivant.

Corrigé de I'exercice 17 : Petit théoreme de Fermat et nombre

pseudo-premier

1. On teste les petits premiers : 341 n'est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5, ni par 7. En revanche,
341 = 11x 31.

2. Le nombre 11 est premier et ne divise pas 2. Le petit théoreme de Fermat donne donc
210 = 1 (mod11). On le vérifie: 1024 = 93 x 11 + 1. Parailleurs, 25 = 32 = 31 +1.
Donc 25 = 1(mod31).

3.0na 340 = 34 x 10 = 68 x 5. Ainsi, 2340 = (210)3% = ] (mod11) et
9340 — {25}58 = 1 ({mod31). Comme 11 et 31 sont premiers entre eux, leur produit divise
9340 _ 1 .ponc 2340 = 1 (mod341). Pourtant, 341 n'est pas premier. Le test proposé est
donc faux : la réciproque du petit théoréeme de Fermat est fausse.

4.0na 3% =943 = 7x 31 +26,donc 35 = _5.Ainsi, 310 = 25 (mod 31) . Par ailleurs,
330 = 1 {mod 31) par Fermat. Comme 340 = 11 x 30 4 10, on obtient
3340 = 310 = 25 (mod 31) . Par conséquent, 33%0 7% 1 (mod31), donc



3340 % 1 (mod 341). La base 3 prouve que 341 n'est pas premier.

Corrigé de I'exercice 18 : Racines carrées de 1 modulo n

1. Danslecorps Fp ,l'égalité (xz —1)(x +1) = O donne = = =+ 1.Comme P estimpair,
1 7% —1{mod )p.Ily a exactement deux solutions, = =1 et = = —1.

2. Un entier pair a un carré pair, donc il ne convient pas. Pour les impairs: 12 =1, 32 =9 =1,
Ed — 95 =1 et ?3 — 49 = 1. Les solutions sont 1, 3, 5 et 7 modulo 8. Le résultat de la
question 1 est donc faux modulo 8. En effet, Z/8Z n'est pas intégre.

3. Par le théoréme chinois, x£< = 1({mod15) équivauta 2 = 1 modulo 3 et modulo 5. Cela
donne £ = +1(mod )3 et = = +1({mod )5, soit quatre systémes. Leurs solutions
respectives sont 1, 14, 4 et 11. Les solutions modulo 15 sont 1, 4, 11 et 14. Par exemple,

42 — 16 =1 et 112 = 121 = 8 x 15 + 1. La figure ci-dessous représente £2 mod 15
et met ces quatre valeurs en évidence.

14 -
12 1

10 - ® ®

x2 mod 15

0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Questions 4 a 5

4, Comme 105 = 3 x 5x 7,ilfaut £ = 41 modulo3,5et7.llya %3 — & choix de signes,
donc 8 solutions. Par exemple, = = 1(mod15) et = = —1{mod )7 donnent
r =1415k avec 14+ k = 6(mod )7 ,s0it 5 = 5 et £ = 75.De méme, on trouve
64 pour les signes (=4, —, +) et 71 pour {—, 4, +) . Les opposés modulo 105 complétent la
liste. Les solutions sont 1, 29, 34, 41, 64, 71, 76 et 104. Vérification :

762 = 5776 = 55 x 105 + 1.
5. Par le théoréme chinois, Z/nZ ~ E/pIE Koo X E/IJTE . L'équation se résout composante

par composante. Chaque composante admet exactement deux solutions distinctes, d'apres la
question 1. Il y a donc exactement %7 solutions modulo 7.

Corrigé de I'exercice 19 : L'équation ¢(n) = 4

1. Onécrit n = p®m avec a > 1 et p A m = 1. Parmultiplicativité,
@(n) = p@—1(p —em) .Donc p—1 divise @n).

2. Si 7 est premier, les entiers 1,..., 7 —1 sont premiers avec 71, et 7 ne l'est pas. Donc
gﬂ{n} = n — 1. Réciproquement, supposons gﬂ{ﬂ} =n—1.Comme nAn=mn ?é 1,

tous les entiers de [[1, n — 1]] sont premiers avec 7. Aucun d'eux, sauf 1, ne divise donc 7.
Ainsi, 7 est premier.

3. Soit ntelque @(n) =4 ;ona n > 2,car @(1) = 1.Tout premier P divisant 7
vérifie p—1|4,donc p € {2,3,5} .Deplus, p®—1 divise 4, ce qui impose un exposant 1
pour 3 et 5, et au plus 3 pour 2. On écrit , = 2% 3b 5, avec @(2%) € {1,1,2,4} pour

¢ =0,123.
oS ¢ =1:ilfaut (2%)2% = 1,donc b = 0 et o < 1.0nobtient5 et 10.

°Si c=0et b=1:ifau @(2%) = 2,donc a = 2.0n obtient 12.

°oSi ¢ =& =0 :ilfaut fp{ﬁa}:é,donc a = 3 .0n obtient 8.

Ainsi, les solutions de ¢(n) = 4 sont n € {5,8, 10,12},



4. Supposons @(n) = 14.Tout premier P divisant 7 vérifie p —1 € {1, 2,7, 14}, donc
p € {2,3,8,15} . Seuls 2 et 3 sont premiers. Ainsi, 5 = 293b, et @(n) = @{EQ)@{BE’}
n'a que 2 et 3 comme facteurs premiers. Or 7 divise 14. L'équation fp{ﬂ} = 14 n'a donc
aucune solution.

Corrigé de I'exercice 20 : Formule de Gauss pour l'indicatrice

d'Euler

1. Les fractions réduites sont 1/12, 1/6, 1/4, 1/3, 5/12, 1/2, 7/12, 2/3, 3/4,
5/6, 11/12 et 1/1.0n compte 1 fraction de dénominateur 1, 1 de dénominateur 2, 2 de
dénominateur 3, 2 de dénominateur 4, 2 de dénominateur 6 et 4 de dénominateur 12. Ce sont bien

e(1), ¢(2), #(3), (4), (6) et ©(12).

2. Supposons que Kk /n s'écrive a/d sous forme irréductible. Alors kd = an , donc
k=anfd et 1<k <néquivautd 1 < a < d.Réciproguement,si 1 < a < d et
aMd=1,lentier k¥ = an/dvérifie k/n = a/d, fraction irréductible. L'application
a — anj/d estdonc une bijection entre {r;; € [Ld], } et I'ensemble étudié.

a [\wededge?]d =1
Celui-ci a donc ¢(d) éléments.

3. Chaque % € [[1, n]] a un unique dénominateur réduit, qui divise 7. Les ensembles de la
question 2 forment ainsi une partition de [[1, ﬂ]] . En comptant les éléments, on obtient

Y opd)=n

d|n

k .
4. Les diviseurs de ¥ sont les pl, 0< 7 < k. Laformule donne Z w(p?) = ok et
7=0
E—1

> @(p?) = p* — 1 pardifiérence, o(pk) = pk — pk 1.
3=0

Corrigé de I'exercice 21 : Un idéal non principal de Z[X]

1. L'évaluation P — P{0) est un morphisme d'anneaux de Z[X | dans Z. La surjection
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canonique de & sur E/EE en est un aussi. Leur composée 4 : P — P{D} est donc un
morphisme d'anneaux. Son noyau est formé des P tels que P(0) soit pair. Ainsi,
I = ker o estunidéalde Z[X].

2. D'abord, un polynéme 2A + X B a pour coefficient constant 2.A(0}, qui est pair. Donc
2Z[X ]+ XZ[X] C I . Réciproquement, soit P € I,avec P{0) = 2c. Le polynéme
P — P(0) s'annule en 0, donc s'écrit X avec C € Z[X].Ainsi, P = 2¢ 4+ XQ.
Donc I = 27[X ]|+ X7[X].

3. Supposons I = D Z[X].Comme 2 € T,ilexiste @ telque 2 = D@ .Lesdegrés
imposent deg D =0 ,donc DD estunentier quidivise2.Si I} = 41, alors
I = Z[X], ce qui est faux puisque 1¢I Si D= 4 2,alors X € I s'écrirait 247,
Son coefficient dominant 1 serait pair, ce qui est absurde. Donc f n'est pas principal.

4. Dans K[X], on divise par un polynéme de I de degré minimal. Cette division exige que son
coefficient dominant soit inversible. Or ici, les éléments de I de degré minimal sont les constantes
paires non nulles. Par exemple, on ne peut pas écrire X = 20 4+ H avec R constant dans

Z[X] . La division euclidienne par 2 est impossible dans Z[X |, et la démonstration
échoue.

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme, le chiffrement RSA

1. Les premiers I et § sontdistincts, donc premiers entre eux. Par multiplicativité,
@n) = (p—1)(g —1).Ensuite, & A eln) = 1,donc & estinversible dans Z/ep(n)Z .
Unreprésentant d € [[1, @(n)]] de son inverse convient.

2.0na n = 143 et @(n) = 10x 12 = 120 .Deplus, 7 A 120 = 1. La division
120 = 17 x 7 +1 donne 7 x {—17) = 1(mod120) .0r —17 = 103.Donc d = 103 .
Vérification: T x 103 = 721l = 6x 120 4+1.

3.0na 27 = 198 « 143 . Le message chiffré est ¢ = 128.
4. Comme ed = 1{mode(n)) et ed > 1,onécrit ed =1+ ke(n) avec k € N.Si

m A n = 1,lethéoreme d'Euler donne m‘P(’-”«) = 1(mod )n - Par conséquent,
med = m x {m"‘:’(ﬂ)}k = m (mod Jn . Donc med = m (mod In .



Questions 5a 6

5. Si P divise ™M, les deux membres sont multiples de ', car ed = 1.Sinon, le petit théoréme
de Fermat donne P —1 = 1 (mod )p. Comme ed =1+ k(p —1)(g — 1), il vient
med = m x {ml'-" - 1};3"':? —1) = m (mod )p . Le méme raisonnement vaut modulo g .
Enfin, P et @ sont premiers entre eux, donc PJ divise smed — sy . Ainsi,
med = m (mod Jn pourtout m ¢ Z .

6. Posons F'(r) = z® et G(r) = zd sur Z/nZ . D'aprés la question 5,
G(F(z) = z¢d = z et F(G(zr)) = zd¢ = = .Donc F est une bijection de
réciproque (3 :r — rd.Llafigure ci-dessous représente s —s 7 mod 143 : chaque
valeur est atteinte une seule fois.
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Question 7

7. Modulo 11,ona 128 = 7 et 710 = 1.Comme 103 = 10 x 10 4+ 3, il vient
128103 = 73 — 343 = 31x 114+ 2 = 2.Modulo13,0na 128 = 9x 13 +11 = -2 et
{—2}12 = 1.Comme 103 = 8 x 12 + 7, il vient
198103 = {_2}7’ — —128 = —11 = 2. Par le théoréme chinois, 128103 = 2 (mod143)
: on retrouve le message . = 2.

Point de méthode : pour une grande puissance modulo P, calculez séparément modulo I et
modulo g, puis recollez par le théoréme chinois.
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