Trigonométrie

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

*tres facile  ** facile  *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile
1: Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1 *IT

Résoudre dans R puis dans [0,27] les équations suivantes :
1. sinx =0,
. sinx=1,
. sinx=—1,

2
3
4. cosx=1,
5
6
7

. cosx=—1,
. cosx =0,
. tanx =0,
8. tanx = 1.
Correction V¥ [005063]

Exercice 2 *IT

Résoudre dans R puis dans [0,27] les équations suivantes :
1

1. sinx = 5,
; ne

2. sinx = 75

3. tanx = —1,
_ 1

4. tanx = Vet

5. cosx = ?
_ 1

6. cosx = 7

Correction V [005064]

Exercice 3 **IT

Résoudre dans R puis dans / les équations suivantes :
1. sin(2x) = 1, 1=10,27],
2.sin(3) = —\%, I=10,4n],
3. tan(5x) =1, I = [0, 7],

4. cos(2x) = cos’x, I = [0,27],

5. 2cos’x—3cosx+1=0, I =[0,27],

6. cos(nx) =0 (n € N*),

7

. |cos(nx)| =1,
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8. sin(nx) =0,
9. |sin(nx)| =1,
10. sinx =tanx, I = [0,27],
11. sin(2x) +sinx =0, I = [0,27],
12. 12cos’x —8sinx =2, I = [~m, 7).

Correction V¥ [005065]

Exercice 4 **IT

Résoudre dans I les inéquations suivantes :
1. cosx < 3, I=[-m, 7],

sinx > —%, I=R,

cosx >cos3, I =[0,27],

cos’x > cos(2x), I = [~m, 7@,

cos?x < %, [=0,2m],

6. cos3 <sin3, I = [0,27].

Correction V [005066]

A

Exercice 5 *I
Calculer cos § et sin .
Correction V¥ [005067]

Exercice 6 *I
T : T
Calculer cos 15 etsin ;5.
Correction Vv [005068]

Exercice 7 ***

Montrer que Y cos (a; +ap £ ... +a,) = 2"cosa; cosa;...cosa, (la somme comporte 2" termes).
Correction V¥ [005069]

Exercice 8§ ***]

1. Calculer [T;_, cos (2“7) pour a élément donné de |0, 7| (penser a sin(2x) = 2sinxcosx).
2. Déterminer lim,, , 1. Y'{_; In (cos(4)).

Correction V¥ [005070]

Exercice 9 **

. y s . 2 N
Résoudre dans R I’équation p4costxtl 4 16 p4sin"x—3 _ ()
Correction V [005071]

Exercice 10 ***

. 3 . . L _ L
Soit a un réel distinct de 7 et 7

1. Calculer tan(36) en fonction de tan 6.

2. Résoudre dans R I’équation :

3 3

3x—x*  3a—a
1-3x2 1-3a%
On trouvera deux méthodes, ’'une algébrique et I’autre utilisant la formule de trigonométrie établie en

1).




Correction V [005072]

Exercice 11 *#%*
On veut calculer S = tan9° —tan27° — tan63° +tan81°.

1. Calculer tan(5x) en fonction de tan.x.

2. En déduire un polyndéme de degré 4 dont les racines sont tan9°, —tan27°, —tan63° et tan81° puis la
valeur de S.

Correction V¥ [005073]

Exercice 12 #**
Combien I’équation

tanx + tan(2x) + tan(3x) + tan(4x) = 0,

possede-t-elle de solutions dans [0, 7] ?
Correction V [005074]

Exercice 13 **]

On veut calculer cos %” et sin %” Pour cela, on pose a = 2cos 2?”, b =2cos 4?” et 7 = 2m/5,

1. Vérifierquea=z+z*etb=2>+7".

2. Vérifierque 1 +z+2>+72+7z*=0.

2
5 -
Correction V¥ [005075]

3. En déduire un polynéme de degré 2 dont les racines sont a et b puis les valeurs exactes de cos 2?” et sin

Exercice 14 **1
Calculer une primitive de chacune des fonctions suivantes :

1. x> cos?x,

x — cos*x,

x — sin*x,

2 2

X — cos“xsin“ x,

x > sin® X,

x — cosxsin® X,

5 xsin? X,

NV A LD

X — COS

8. X+ Ccosx.

Correction V¥ [005076]

Exercice 15 **

4 4

_ m/3 .6 /3 .7
Calculer I = fn/6 cos*xsin"xdxetJ = fn/6 cos”xsin’ x dx.
CorrectionV [005077]

Exercice 16 **
Démontrer les identités suivantes, en précisant a chaque fois leur domaine de validité :

2. sin (x— 2F) +sinx+sin (x+ 2F) =0,
3. tan (§ +x) +tan (¥ —x) = co%(lx)’
4. ﬁ —tanx = tanéx).



Correction V [005078]

Exercice 17 ***

Soit k un réel distinct de —1 et de 1.
: s . sinx
1. Etudier les variations de f; : x — o
2. Calculer [y fi(x) dx.

Correction V [005079]

Exercice 18 ***]

Calculer les sommes suivantes :
1. Y7 ocos(kx) et Yi_sin(kx), (x € R et n € N donnés).
2. Yr_,cos?(kx) et Y7_,sin?(kx), (x € R et n € N donnés).

n

3. Y00 <k> cos(kx) et Y3 (Z) sin(kx), (x € R et n € N donnés).

Correction V [005080]

Exercice 19 ***

cosa-+cosb—+cosc=0

sina+sinb+sinc =0
Correction V¥ [005081]

Résoudre le systeme { ol a, b et ¢ sont trois réels.

Exercice 20 **
Montrer que cos? % + cos? %” + cos* %” + cos* %” == %
Correction V [005082]

Exercice 21 ***

1. Résoudre dans R I’équation cos(3x) = sin(2x).

2. En déduire les valeurs de sinx et cosx pour x élément de {%, %, % }

Correction V [005083]

Retrouver cette fiche et d’autres exercices de maths sur exo7 .emath.fr
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Correction de ’exercice 1 A

. sinx =0 < x € wZ. De plus, 24 = {0, 7,27}

. sinx=1%x € §+27%. De plus, Soom = {5}

. sinx= -1 x€ —% +27xZ. De plus, So2a] = { }
. cosx = 1 & x € 2xZ. De plus, S|y 5 = {0,27}.

. cosx =0 x € §+7aZ. Deplus, g0 = {?37”}'

1

2

3

4

5. cosx = —1x € n+2nZ. De plus, g2z = {7}
6

7. tanx = 0 < x € wZ. De plus, Hg r5, = {0, 7,27},
8

. tanx =1 x € § 4 7Z. De plus, Sopa] = {%,%’r

Correction de ’exercice 2 A

sinx=3 & x€ (%+27rZ)U(%”+27rZ).Deplus, Fo2n] = 16> 21
. sinx:—\% & xe (—§+2nZ)U(—3F +2rZ). De plus, S om = {—F,—F}.

1
2
3. tanx = —1 < x € —% +7Z. De plus, oz = {3”}
4

.tanxz%@xe + 7Z. De plus, Sjo ) = { }

5. cosxz@@xe(—%—kﬂl) ( —i—n’Z) De plus, A 27 = {6,“” .

6. cosx:—% & xe (=3 +7nZ)U(F +rZ). De plus, Fo o0 = {3F,2F}.

Correction de I’exercice 3 A

1. sin(2x) = 3 & 2x€ (£+21Z)U(2E +27Z) < x € (F+7Z)U (35 + 7Z). De plus, Lo = { 5. 35, 55X, 15}
2.sin5 = — 5 & 5 € (F+27Z) U (F +20Z) & x € (F +4nZ)U(F +47Z). De plus, o4z =

st In

2072
3. tan(5x) = 1 & 5x € § +7Z < x € 55+ 5Z. De plus, Ho 5 = %,%,g—g,lg’—o”, 1276’

4. cos(2x) = cos’x & cos(2x) = 1(1+cos(2x)) < cos(2x) = 1 & 2x € 27Z < x € nZ. De plus, So2n] =
{0,m,27}.

5. 2cos?x —3cosx+1 =0« (2cosx — 1)(cosx— 1)=0¢cosx=1oucosx=1&x¢e (-%+27Z)U
(% +27Z) U2nZ. De plus, So27) = {0, g, 2 om}.

6. cos(nx) =0 nxc F+ L x € 5. + 77
7. |cos(nx)| =1 & nx e < x € T7.
8. sin(nx) =0 & nx € Z < x € 77
9. |sin(nx)| =1 mel+nZexe L+ 2.
— —_ 1 _ — — —_
10. sinx = tanx < sinx — 222 = 0 & sinx 22—l = 0 & sinx = 0 ou cosx = 1 < x € 7Z. De plus, So2n] =

{0,m,2m}.
11.
sin(2x) +sinx = 0 < sin(2x) = sin(x+n) < (3k € Z/ 2x = x+ w+2kw) ou (Fk € Z/ 2x = —x + 2k7)

2k
& (keZ/x=n+2kn)ou (Fk €L/ x = TE)

De plus, S2q = {0, %, 7, %F 27}



12.
12cos?x — 8sin’x =2 < 6cos’x —4(1 —cos’x) = 1 < cos’x = ! & cosx = L ou cos = _ L
2 V2 V2
T T T T
& —— Z)U(— Z)@ — 4+ —Z.
xE( 4+7T 4+7r x€4+2

Correction de I’exercice 4 A
1. Pour x € [—m, 7], cosx < % S xE [—7‘[,—%] U [%,n].

2. Pourxe R, sinx> —L o xe U —E+2k7t 5—7r+2k7r

. X ,sinx > ——5 & x Y ) ! .

3. Pourx € [0,27],

cosx>cos§@200s2§—cosg—l>0<z>(2005§+1)(cos§—1) >0<:>2cos§+l <O0et cosg;ﬁl
1 2n 4r
& coss <——etg¢2nZ<:>%€ U}+2k7t,3+2k7r[etx§é4nz

2 2 o7 3

4 8 4
S xE U 37r+4k7r,7r+4k7t{ etx ¢ 4nZ < x 6]%,27@

keZ 3
4. Pour x € [—7, 7], cos®x > cos(2x) <> 3 (14 cos(2x)) > cos(2x) < cos(2x) < 1 < x € [-7, 7).
LU
4074

5. Pour x € [0,27], cos?x < § < —%ﬁ <cosx < % sxelZ3F

6. Pour x € [0,27],

1 1
cos;§sin;@ﬂsin§—ﬁcos§ZO@Sin@C—ﬂ) 20@3k6Z/2kn§§—§§7t+Zkﬂ
3 3
@3k62/£+6kn§x§3n+%+6kn@%§x§27r

Correction de I’exercice 5 A
cos?Z=1(1+cos(2x %)) =1 (1 + %) = 2+T‘/j, et puisque cos § > 0,
cos% = % 24+4/2.

De méme, puisque sin g > 0, sin § = \/% (1—cos(2x %)) et

Correction de I’exercice 6 A
cosi = cos (E —E> :coszcosg+sinzsin— = M
12 3 4 3 4 3 2 1
De méme,
sinE = sin (E— E) = singcosz—singsing — M
12 3 4 34 374 4



Correction de I’exercice 7 A

Pour n naturel non nul, on pose S, = ¥ e/(F@15-%1) o §| = i@ 4 ¢~ =2 cosa; e Soit n > 1. Supposons que
S, =2"cosaj...cosa, alors

Sn+1 _ Zel(iali"'ia”“) — plant Zez(iali...ian) +eﬂan+1 Zel(iali...ian)

=2cos(an+1)Sy = 2" cosay...cosany .

On a montré par récurrence que : Vn > 1, S, = 2"cosaj...cosay,. Ensuite, pour n > 1, ¥ cos(+a; £+ ... +a,) =
Re(S,) =2"cosaj...cosay (et on obtient aussi Y sin(+a; * ... £ a,) =Im(S,) = 0).

Vn € N*, ¥ cos(+a; £ ... +a,) =2"cosaj...cosay.

Correction de ’exercice 8 A

1. Soit n € N*. Puisque a est dans |0, z[ alors, pour tout entier naturel non nul k, 3 est dans |0, 7 et donc
sin 4 # 0. De plus, puisque sin (%) = sin (2 x 5 ) = 2sin (4 ) cos (4 ), ona:

s1n( yam) ) 1 sin(a)sin(%) ...sin(zH) sina

i a
,{IJICOS (?) H 2sin (3F) B ?sin(%)...sin (5) sin (31) ~ 2sin 4

k=1

sina
2"sin 57 *

Va €]0,x[, ¥n € N*, [T}_; cos (&) =

2. Vk € N*, cos (%) > 0 car % est dans J0, 3[. Puis

1 sina sina sin
; (cos ) 1n<Hcos >: n<2”sin2“n>_l ( p )—ln( 2%2 )

sin 2,1

sinx

Maintenant, lim;,— = lim,_,o ** = I et donc,

27

. 1 a . sina s1n2,, sina
,,Eﬂo,;l“(“’“zk))—nkffm <h’< )i >)—1“ ()

27!

Va €]0, [, limy o0 Y In (cos(£)) = In (32¢).

a

Correction de I’exercice 9 A
Soit x € R.

24cos x+1 +16. 24sm x—3 —20& 24cos x+1 +16. 21 —4cos?x =20 & 24cos x —10+16 x 2—4c032x =0

<:>24cos X —10+

24(:052 —0 (24C052x)2 —10 % 24c052x + 16 =0

<:>24cos x 20u24cos X -8 4cosix=1oudcosiy =3

V3

< COSX = 5 ou COoSx — _5 ou COSx = 7 Oou COSX = ———

2
T T T T



Correction de I’exercice 10 A

1. Tout d’abord, d’apres la formule de MOIVRE,

cos(36) +isin(36) = (cos 6 +isin0)> = (cos® @ —3cos Osin? B) + i(3cos’ O sin @ — sin> H),

et par identification des parties réelles et imaginaires,

V6 € R, cos(36) = cos> @ —3cos Osin? O et sin(30) = 3cos> OsinO —sin’ 6.

Ensuite, tan(36) et tan 0 existent < 30 ¢ S +n1Zet 0 ¢ 5+ 12 <30 ¢ 5 +1Z < 6 ¢ £+ Z7. Soit
donc 6 ¢ £ + 2 Z.

sin(36)  3cos”Osin O —sin® 0 ~ 3tan6 —tan’ 60
cos(30)  cos30 —3cos@sin’@ 1 —3tan’6

tan(360) =

aprés division du numérateur et du dénominateur par le réel non nul cos> 6.

Vo e R\ (£+37Z), tan(30) = 3tanf—tan*6

1-3tan? 0

2. Soita # j:\%. lére méthode. a est bien siir racine de I’équation proposée, ce qui permet d’écrire :

3 3

3x—x B 3a—a
1-3x2  1-3a2

1
& Bx—x3)(1-3a%) = (1 -3x*)(3a—a®) (car + 7 ne sont pas solution de I’équation)
& (x—a)((3a® — 1)x* +8ax—a* +3) = 0.
Le discriminant réduit du trindme (3a® — 1)x* + 8ax — a* +3 vaut :
A =16a> — (3a® —1)(—a*+3) = 3a* +6a* +3 = (V3(a*+1))> > 0.

L’équation proposée a donc trois racines réelles :

o 4a—/3(a®+1) 4a+v/3(a*+1)
‘Sﬂ_{“’ 1322 7 138 }

2¢me méthode. 11 existe un unique réel a € | -5, 5[\ {-%,Z}
un réel distinct de £, il existe un unique réel 6 € |—%, Z[\
d

=

el que a = tana. De méme, si x est
T T _ 3 :

Vet —g,g} tel que x = tan 0 (a savoir

o = Arctana et 6 = arctanx). Comme :i:% ne sont pas solution

(@) A

I’équation proposée, on a :

3 3

3x—x _3a—a ®3tan9—tan39_3tana—tan3a
1—3x2 1-3a2 1—3tan20  1-—3tana«

<:>39€3OH—7TZ<:>9€OH-§Z.

< tan(30) = tan(3x)

Ceci refournit les solutions x = tan & = a, puis

T tan +tan § a+v3  (a+V3)(1++3a) 4da+3(a®+1)
x:tan<a+*): T - B - 2 9
3 I —tanatan § 1—+/3a 1—3a 1—3a

Correction de ’exercice 11 A




1. Pourx ¢ 75+ %7,

Im((e™)°)  5cosxsinx— 10cos? xsin’ x 4 sin® x _ Stanx— 10tan® x4 tan’ x
Re((€)%)  cosSx— 10cos? xsin®x + Scosxsin® x 1—10tan’x+5tan*x ’

tan(5x) =

aprés division du numérateur et du dénominateur par le réel non nul cos” x.

T T __ Stanx—10tan’ x+tan’ x
Vx e R\ (10 + SZ) ) tan(sx) ~  1-10tan?x+5tan*x °

2. 9°, —27°, —63° et 81° vérifient tan(5 x 9°) = tan(5 x (—27°)) = tan(5 x (—63°)) = tan(5 x 81°) = 1.
On résoud donc I’équation :

T T T
tan(Sx) =1 & 5x € (Z+7L'Z> S xeE <%+§Z> .
Les solutions, exprimées en degrés et éléments de | —90°,90°[, sont —63°, —27°,9°,45° et 81°. Ainsi, les

cinq nombres tan(—63°), tan(—27°), tan(9°), tan(45°) et tan(81°) sont deux a deux distincts et solutions
5X-10X34Xx°

v 2 .
de I’équation 7573553

=1 qui s’écrit encore :

X —5X*—10X3+10X>+5X -1 =0.

Le polynéme X° — 5x* — 10X3 4 10X? + 5X — 1 admet déja tan(45°) = 1 pour racine et on a

X3 —5X* —10X° +10X% 45X — 1 = (X — 1)(X* —4X3 — 14X2 —4X +1).

Les quatre nombres tan(—63°), tan(—27°), tan(9°) et tan(81°) sont ainsi les racines du polyndme X* —
4X3 —14X?—4X +1. Ce dernier peut donc encore s’écrire (X —tan(9°)) (X +tan(27°)) (X +tan(63°))(X —
tan(81°)). L’opposé du coefficient de X3 & savoir 4 vaut donc également tan(9°) — tan(27°) — tan(63°) +
tan(81°) et on a montré que :

tan(9°) —tan(27°) — tan(63°) + tan(81°) = 4.

Correction de I’exercice 12 A
Pour x € [0, 7], posons f(x) = tanx + tan(2x) + tan(3x) + tan(4x).

f(x) existe < tanx, tan(2x), tan(3x) et tan(4x) existent
@(Xéégﬂfz), (2X¢g+ﬂ2), (3x¢g+nZ) et(4x¢g+7z:Z)
T T T T T T T
(¢S +aL), (¢ g +5L), (kg g+ 3D)et(x ¢ o+ 77)
{71777:71:371:7175717371757117717}

864782874768

f est définie et continue sur

0. 2[U]Z 2 [u)Z ﬂMﬂ MMM ﬂMﬂ MMM MMM MMM MMM ,T}

'8 8’6 64 478 872 278 8 4 476 6’8 8|
Sur chacun des dix intervalles précédents, f est définie, continue et strictement croissante en tant que somme de
fonctions strictement croissantes. La restriction de f a chacun de ces dix intervalles est donc bijective de I’in-
tervalle considéré sur I’intervalle image, ce qui montre déja que I’équation proposée, que I’on note dorénavant
(E), a au plus une solution par intervalle et donc au plus dix solutions dans [0, 7]. Sur/ = [0, %[ ou ! =]2Z ],
puisque f(0) = f(m) =0, (E) a exactement une solution dans /. Ensuite, dans I’expression de somme f, une et



une seule des quatre fonctions est un infiniment grand en chacun des nombres considérés ci-dessus, a 1’excep-
tion de 5. En chacun de ces nombres, f est un infiniment grand. L’image par f de chacun des six intervalles
ouverts n’ayant pas 7 pour borne est donc | — oo, 4-o0f et (E) admet exactement une solution dans chacun de
ces intervalles d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires. Ceci porte le total 2 642 = 8 solutions. En 7,
tanx et tan(3x) tendent vers +co tandis que tan(2x) et tan(4x) tendent vers 0. f tend donc vers +ooen 7, et de
méme f tend vers —oo en ’H' . L’image par f de chacun des deux derniers intervalles est donc encore une fois
| — o0, +oco[. Finalement,

(E) admet exactement dix solutions dans [0, 7].

Correction de ’exercice 13 A

1. D’apres les formules d’EULER,

. . ) 21
Z+Z4 — 62171'/5 + 68171?/5 — 62177,'/5 217[/5 2COS — = da.
De méme,

Z +Z _e4z7t/5 +€6m/5 _64171?/5 te 4im/5 _ 2COS4?7I b.

2. Puisque 7 # let > =¥ =1,

1-22 1-1
l+z+2+2+ =— = ——
1—z 1—z

3. atb=z+7+2+Ft=—letab= 2+ P+ =2+ + 0+ =7+ 22+ +7* = —1. Donc,

a+b=—1letab=—1.

Ainsi, a et b sont les solutions de 1’équation X>+ X — 1 = 0 a savoir les nombres _li\[ . Puisque 2% 5 €
]O,%[et %” 6] 2,71[ onaa > 0etb > 0. Finalement,

Correction de I’exercice 14 A

2

1. cos®x = £(1+cos(2x)) et une primitive de x — cos”x estx — 3 (x+ 3 sin(2x)).

2. D’apres les formules d’EULER,

1, . A\ _
COS4x: (2(ezx+e—zx)) _ 16( 41x+4821x+6+4e_21x _4,x)
1
= - (2c0s(4x) +8c0s(21) +6) = & (cos(dx) +Acos(21) +3)

Donc, une primitive de la fonction x — cos*x est x — 1 (§ sin(4x) + 2sin(2x) + 3x).

1. A\, _ : _
4 S ix  —ix — _ (phix _ g,2ix A, 2ix —4ix
sin”x = <2i(6 e )) 16(e 4e™ +6—4e e M)
1 1
=16 — (2cos(4x) — 8cos(2x) +6) = g(cos(4x) —4cos(2x) +3)

4

Donc, une primitive de la fonction x — sin” x est x — ¢ ( sin(4x) — 2sin(2x) 4 3x).

10



4. coszxsmz)c = Isin 2(2x) = £(1 —cos(4x)) et une primitive de la fonction x — cos? xsin’ x est x =
1 s1n(4x))
5.
6 1 ix —ix ° 1 6lx 4ix 2ix —2ix —4ix —6ix
sin®x = T(e —e ")) = 64( —6e™ + 15¢™ =204 15¢ " —6e "™+ %)
i
1 1
=—e (2cos(6x) — 12 cos(4x) 4+ 30cos(2x) — 20) = 3 —(—cos(6x) + 6cos(4x) — 15cos(2x) + 10)
Donc, une primitive de la fonction x — sin®x est x — 45 (— = sin(6x) + 3 sin(4x) — £ sin(2x) + 10x).
6. cosxsin®x = sin’xsin®x et une primitive de x — cosxsin®x est x — %sin7 X.
7. cos’ xsin?x = cosx(1 — sin’x)? sin® x = sin’ xsin® x — 2sin’ xsin* x + sin’ xsin% x et une primitive de x —
5 qin2 L3, 25 1.7

cos” xsin“ x est x — 3817 X — 5 SN x+7sm X.

3

8. cos®x = sin’ x — sin’ xsin”x et une primitive de x — cos? i L sin®

X estx— sinx — 3 SIn° X.

Correction de ’exercice 15 A

1. Pourxréel,ona:

1, . N1 -\ °
cos* xsin®x = (2(e’x+e'x)> (ﬁ(e’x—e’x))

_ 2{0( 4ix | 42X 164 4o g pmHN) (G5 _ giX | 1502 00 4 15072 g4 | pm6K)

_ 210 (100 9g8ir _ 3660 | gohiv 4 92X 1) 4 9p2ix 4 gphx _ 3,=bix _n,=8iv 4 ,—10iv)
—%(cos 10x —2cos 8x — 3¢cos 6x + 8cos4x + 2cos2x — 6)

= —5%(cos 10x —2cos 8x — 3cos 6x + 8cos4x + 2cos2x — 6)

(Remarque. La fonction proposée était paire et 1’absence de sinus était donc prévisible. Cette remarque
guidait aussi les calculs intermédiaires : les coefficients de e 2%, e~#* ... étaient les mémes que ceux de

€2 ¢ ) Par suite,

1 sinl0x sin8x sin6bx _ | kG T

I——512<[ o 1 3 +2s1n4x+51n2x]n/6—6(3—6)>
1L (1, V3 V3 1.3 V3 1 V3 V3. V3 V3

—‘512<1o(—2+ S (s ) 5004 2 ()
1 4
512 4 2048

2. Pour x réel, on a
cos*xsin’ x = cos* xsin® xsinx = cos*x(1 — cos?x)* sinx

= cos* xsinx — 3 cos® xsinx+ 3 cos® xsinx — cos'® xsinx.

Par suite,
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J cos’ x n 3cos’x  cos’x n cos!lx z/3
5 7 3 11 /6

1 1-9V3 3X1—27ﬁ 1X1—81ﬁ 1 1-2433

=——X X
5 32 7 128 3 512 11 2048

1
= T3 xs w7 1101478401 —9V/3) +7920(1 —27v/3) — 1540(1 — 81+/3) 4 105(1 — 243v/3))

(—8299 + 18441+/3).

= 2365440

Correction de I’exercice 16 A

1. tan3 existe si et seulement si x ¢ 7+ 277 et l%n‘;” existe si et seulement si x ¢ nZ. Pour x ¢ 7Z,

1 —cosx 2sin* % x
- =— + =tan .
sinx 2sin 5C08 5
2. 1 ere solution. Pour tout réel x,
sin( 2n)—i—sin + sin( +2ﬂ) 1s'n 3cos + sin 1s'n +—cosx=0
xX—— x+sin(x+ —) = —=sinx— — cosx+sinx — = sinx+ — cosx = 0,
3 3 2 2 2 2

2 eme solution.
, 2 . : 2n i(—22) | ix () ix( 2 '
sin | % — == +smx—|—sm(x+?)=hn(e 3) 4"+ =Im(e™(j5+ 1+ j)) =0.

3. tan (% —x), tan (% +x) et ﬁ existent si et seulement si % —X, % + x et 2x ne sont pas dans % + 7,

ce qui équivaut a x ¢ § + 77Z. Donc, pour x ¢ § + 77,

) _ 1—tanx 1+tanx
~ l+4tanx 1 —tanx
_ cosx—sinx cosx+sinx _ (cosx —sinx)?+ (cosx+sinx)®  2(cos’x+sin’x)

T T T
tan (Z —x) +tan (Z +x (pour x vérifiant de plus x ¢ ) +7Z)

Cosx+sinx  cosx —sinx cos2x —sin’x cos(2x)

T
= o 2 (ce qui reste vrai pour x € 5 + 7).

4. Pour x ¢ %7,

1 . cosx sinx cos’x—sin’x  2cos(2x) 2
— —tanx = —— — =— =— = :
tanx sinx  cosx sinxcosx sin(2x)  tan(2x)

Correction de ’exercice 17 A

1. e Pour tout réel x, 1 —2kcosx + k> = (k— cosx)? +sin’x > 0. De plus,

1 —2kcosx+k*=0=k—cosx=sinx=0=x¢€ nZetk=cosx=kec {—1,1},

ce qui est exclu. Donc,

Vke R\ {—1,1}, Vx € R, 1 —2kcosx+k* > 0.

12



o fi est donc définie sur R, dérivable sur R en vertu de théorémes généraux, impaire et 27-périodique. On
I’étudie dorénavant sur [0, 7]. Pour x € [0, 7], on a :

fi(x) = cosx(1 —2kcosx+k>)~1/2 — %sinx(stinx)(l —2kcosx+k2) 732
(1 —2kcosx+ k%) 73/2(cosx(1 — 2kcosx +k*) — ksin® x)

(1 —2kcosx+k*)3/?(—kcos? x+ (1 +k*) cosx — k)

(1 —2kcosx+k*)3/?(kcosx —1)(k — cosx)

(k 1) (k—
e R, fi() = LR

ler cas: |k| < letk#0. (sik=0, fi(x) = sinx) Pour tout réel x, (1 —2kcosx+k?)3/2(kcosx—1) < 0
et f(x) est du signe de cosx — k.

(car fi(Arccosk) = \/1jv_12;2kj.k2 =1).

2éme cas : k > 1. Pour tout réel x, (1 —2kcosx+k?)~3/2(k—cosx) > O et f{(x) est du signe de kcosx —
1.

T 0 Arccos % T
f'(z) + 0 —
%
0 0

1-
1 o
(car fi(Arccos ) = — 2-lk-/< -

3eme cas : k < —1. Pour tout réel x, (1 —2kcosx +k?)~3/2(k —cosx) < 0 et f(x) est du signe de 1 —
kcosx.

x 0 Arccos % T

f'() -

f / \

\/1 kl2 _ 1)

1
(car fi(Arccos ) = N rveai )

2. Pour k € R\ {—1,1}, posons I = [ fi(x) dx
Sik=0,1I, = foﬂ sinx dx = 2. Sinon,

a\>'|>—‘

1 (/= 2k si 1 n
= f/ Sy dx=— [\/ 1 —2kcosx+k2}
kJo 2v/1—2kcosx+ k2 k 0

1
:%(\/1+2k+k2 V1—2k+k2) = (\k+1\—]k—1\).

Plus précisément, si k €] — 1, 1[\{0}, I = 1 ((1+k) — (1 —k)) = 2, ce qui reste vrai pour k = 0. Si k > 1,
=+((1+k)—(k=1)) = %, etenfin,sik < —1, [, = 772 En résumé,
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Sike]—

11[, Ik =2etsik €] —oo, —1[U]I,

(3]

+°°[, Iy = Gk

Correction de I’exercice 18 A

1. Soientn € Netx € R. Posons S, = Y}_,cos(kx) et S,

—| n— ZZ:O Sin(kx).
1ere solution. . ) )
Sn+iSy, =Y (cos(kx) +isin(kx)) = Y e* =} ("),
k=0 k=0 k=0

Maintenant, ¢* = 1 < x € 2nZ. Donc,

ler cas. Six € 27Z, on aimmédiatement S, =n+1etS =0
2eme cas. Six¢ 2nZ,

S il — 1 — eilnt1)x _ el D)x/2 p=iln+1)x/2 __ Li(nt+1)x/2 _ —2isin (n—gl)
n 1—eix eix/2 e—i(nt1)x/2 | pi(n+1)x/2 —2i smj
(n+1)x
1nx/2 sin 2
X
sin 5
Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient
M51x¢2nz Mﬁxgzﬂz
Y i_ocos(kx) = sin 3 et i sin(kx) = sin 3
n+1sixe€2nZ Osixe2nZ

2éme solution.

n n
1
ZSin;kZ()COS(kX Z2sm2c0s (kx) = Z‘ sin( k+ )x —sin(k — E)x)
snx sin — sin sin +...4+ [ sin (2n—1)x sin (2n—3)x
:1——— 1——1— in——— —sin ———
2 2 2
2 1
+<sin( n—;— )X sin 2 )
(2n

1 1
:sin—;)x—i-sin; = 2sin (n—; )xcos@

et donc, si x ¢ 27Z,...

2. Soient n € Net x € R. Posons S, = Y'{_,cos?(kx) et S', = Y#_sin®(kx). On a:

n n

Sn+S, =Y (cos*(kx) +sin*(kx)) = Y 1=n+1,

k=0 k=0
et

n

n
Sn—Sp, =Y (cos*(kx) — sin®(kx)) = }_ cos(2kx).
k=0 k=0
D’apres 1), si x € ©Z, on trouve immédiatement,

) cos?(kx) =n+ 1 et ) sin® (kx) =
k=0 k=

etsix ¢ nZ,

i 1
Sp+S,=n+letS,—S, = COS(M);TH )x,
X

14



de sorte que

5 — 1 <n+ 4+ cos(nx)sin(n + 1)x> etS — % (n+ - cos(nx)sin(n + 1)x> ‘

2 sinx sinx

3. Soientn € Netx e R.

n n
ZCﬁcos(kx) 4+ ZCﬁsin(kx ch ikx _ ch m kyn—k
k=0 k=0
— (1 +elx)n _ (elx/Z _|_e—lx/2)nemx/2 VP (%) (COS% +lSln%) ‘

Par identification des parties réelles et imaginaires, on obtient alors

Y7o Ckcos(kx) =2"cos" () cos (&) et Y}_oCksin(kx) =2"cos" (%) sin (

Correction de I’exercice 19 A

{ cosa+cosb+cosc =0 < (cosa+cosb+cosc) +i(sina+sinb+sinc) =0 < e 4 =0

sina +sinb +sinc =0
Pl= |-
1

= ‘eia_i_e eic‘ —1e ‘eia/Zeib/Z(ei(afb)/Z _,'_efi(afb)/Z)’ -1

@\cosa_ | =
2 12

a—>b T T 2r 2r
e (§+nz)u(—§+nz) sa—be <3+2nz> U (—3+2nz>

2
o3keZ, e {—1,1}/b:a+8?7t+2k7r.

Par suite, nécessairement, ¢> = jeia ou e’ = ]Ze‘” Réciproquement, si el = jei“ ou encore b =a-+ %” +2kr,
el fe¢ =0 =—("tel) = —(14j)e =" =W cL)c=a— 3 +2K' 7,
2 ia

etsi e = j%e ouencoreb-a———i—an

el 4o =0 =—(+et) = —(1+ )= je" W €Z)c=a+ = 3 —|—2k’

S ={(a,a+eF +2kn,a— e +2'n), acR, e € {—1,1}, (k,K') € Z*}.

Correction de I’exercice 20 A

T 3n 5w r T 3n T T
cos* = 4 cos* == 4 cos* =~ 4 cos* — =2(cos* = +cos* =) =2(cos* = +sin* 2)

8 8 8 8 8 8 8 8
1
=2 ((coszg+sin2g)2—20052gsin2 g) =2 (1 —2sinzz>
1, 3
=2(1—-)=2
(1-5=3

Correction de ’exercice 21 A
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cos(3x) = sin(2x) & cos(3x) = cos(g ) e (keZ)3x= g x4 2kn)ou (3k € Z/ 3x = —g x4 2kn)

2%
e @EkeZ/x=2 + T ou (ke Z)x= L +2kn)
TR 2
_ 9 13n 3z 17
o2 = 116027107 100 210 ) -

2

. cos(3x) =Re(e**) = Re((cosx+isinx)?) = cos® x —3cosxsin®x = cos? x — 3 cosx(1 —cos?x) = 4 cos® x —

3cosx.

Vx € R, cos(3x) = 4cos®x — 3cosx.

Par suite,

cos(3x) = sin(2x) < 4cos® x — 3 cosx = 2sinxcosx < cosx(4cos’x —3 —2sinx) = 0

& cosx(—4sin*x —2sinx+4 1) = 0 < (cosx = 0) ou (4sin’x+ 2sinx— 1 = 0).

D’apres 1), I’équation 4 sin® x4 2 sinx — 1 = 0 admet entre autre pour solutions = 16 ¢t 50 1 o (car, dans chacun
des deux cas, cosx 7é 0), ou encore, 1’équation 4X2 +2X — 1 = 0 admet pour solutlons les deux nombres
distincts X; = sin {5 et X> = sin 57 13” , qui sont donc les deux solutions de cette équation. Puisque X; > 0
et que X, < 0, on obtient

—14+/5 15
X :TetXZ:T'
Donc, (puisque sin 22X = —sin 3%),

3 T _ T
Ensuite, sin 3% 10 — COS (5 — W) =C0s 3, et donc

T _
COSg— i

Puis

cos%: 1 — sin? 10+2v5

5\@

et de méme

sin%z% 10—2\@—005316r
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