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TD SÉRIES ET RÉVISIONS SUR LES
SUITES NUMÉRIQUES

PC*2

1 septembre 2003

1. Trouver un développement asymptotique à deux termes de :

un =
n∑
k=0

1√
1 + k2

2. (CCP 2002) Étudier la suite de terme général :

un =
1

2 ln 2
+

1

3 ln 3
+ · · ·+ 1

n lnn
− ln(lnn)

3. Nature des séries : ∑
n≥1

(lnn)n

n!
(CCP 99)

∑
n≥2

(
1− 1

lnn

)√n
(CCP 99)

∑
n≥1

(
1

n

)1+1/n

∑
n≥1

Arccos

(
1− 1

nα

)
α > 0 (CCP 99)

∑
n≥2

n
√
n+ 1− n

√
n (CCP 99)
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∑
n≥1

(
1

n

)1/n

−
(

sin

(
1

n

))sin( 1
n)

∑
n≥1

ean
(

1− a

n

)n3

(CCP 2001)

∑
n≥0

Arccos
n3 + 3n+ 1

n3 + 2n2 + 2∑
n≥1

π/6− arcsin
(
1/2 + n−2

)
∑
n≥2

(−1)n

n3/4 + cosn
(Mines 99)

∑
n≥2

(−1)nn1/n

lnn
(CCP 98)

∑
n≥2

(−1)n√
n+ (−1)n

(Mines 2002)

∑
n≥2

cos

[
πn2 ln

(
n

n− 1

)]
(TPE 99)

∑
n≥1

cos
(
arctann+ n−α

)
, α > 0 TPE 2003

∑
n≥1

Arccos

(
1− 1

n

)
−
√

2

n
(Centrale 2001)

∑
n≥0

(
n2 + 1

n2 + n+ 1

)nα
, α ∈ R (CCP 2001)

4. (CCP 2001) Convergence des séries
∑

n≥1
(−1)n lnn

n
et
∑

n≥1
(−1)n lnn
n+(−1)n+1 ?

5. Nature de la série de terme général | sinn|
n

?

6. (Mines 2001) Soit f : ]0,+∞[→ R définie par :

f(x) =
1− 6

√
x+ x arctan x

x2
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(a) Montrer qu’existe a > 0 à partir duquel f décrôıt.

(b) La série de terme général f(n) converge-t-elle ?

(c) La série de terme général (−1)n f(n) converge-t-elle ?

7. (CCP 2003) a > 0, s > 0. Discuter, suivant a et s la nature de la série
de terme général aun avec :

un =
n∑
k=1

1

ks

8. (Centrale 2001) Nature de la série
∑

n≥1
1

n
n√
n!

?

9. (Centrale 2001) Étudier la série
∑

n≥1 un avec :

un =

∑n
k=1

√
k

nα
(α ∈ R)

10. (Centrale 2001) Étudier la série de terme général :

√
ln (n2 + 1)−

√
ln

(
n2 +

1

2

)

11. (Centrale 2001) Convergence et somme de la série∑
n≥2

ln

(
1− 1

n2

)
?

12. (Centrale 98) Nature de la série de terme général :

sin
(
π
√
n2 + 2

)
13. (Centrale 98) Nature de la série de terme général :

Arccos

(
2

π
arctan(n2)

)
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14. (Centrale 99) Nature de la série de terme général Rn où :

Rn =
∞∑
k=n

(−1)k

k

15. (Centrale 2003) Soit (zn) une suite complexe telle que les séries
∑

n≥0 zn
et
∑

n≥0 z
2
n convergent.On suppose que, pour tout n, Re(zn) ≥ 0. Mon-

trer que
∑

n≥0 |zn|2 converge mais pas forcément
∑

n≥0 |zn|.
16. (ESPCI 2001) Soit (an) une suite de réels positifs telle que la série∑

n≥0 an diverge. Qu’en est-il des séries :∑
n≥0

a2
n,

∑
n≥0

an

1 + an
,
∑
n≥0

an

1 + nan
,
∑
n≥0

an

1 + n2an
?

17. (Centrale 99) Soit (un) une suite de réels positifs, montrer que les séries
de terme généraux

un,
un

1 + un
, ln(1 + un),

∫ un

0

dx

1 + x2

sont de même nature.

18. (Mines 98) Soit (un) une suite de réels positifs telle que
∑

n≥0 un converge.
Prouver que

∑
n≥0

√
unun+1 converge.

19. (CCP 98) a > 0, b > 0. pn désigne le nombre de chiffres de n. Conver-
gence de la série

∑
n≥0 a

nbpn ?

20. (CCP 98) Nature des séries de terme général :

sin
[
(2−√3)nπ

]
sin
[
(2 +

√
3)nπ

]
21. (Mines 98) soit P la parabole d’équation y2 = 2px. On définit une suite

(Mn) de points de P par :
– M1 ∈ P .
– Mn+1 est le deuxième point d’intersection de P et de sa normale au

point Mn.
Notons yn l’ordonnée de Mn, étudier la série

∑
n≥1 1/yn.

22. An =
n∑
k=1

1√
k
.
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(a) Calculer [A102p ].

(b) Donner un équivalent simple tn de An puis un équivalent de An−
tn.

23. (Mines 2002) On considère la suite de terme général :

xn =
1

nn

n∑
k=1

kk

Touver sa limite l et un équivalent de xn − l.
24. (CCP 2000) Trouver la limite de :

n

√√√√ ∞∑
k=n+1

1

k!

25. (Centrale 98) Convergence et somme de :∑
n≥1

(−1)n+1

n+ (−1)n+1

26. Etudier la suite : {
u0 > 0

un+1 = un + 1
u5
n

Equivalent de un.

27. (X98) Soit :

S(n) = n−1/2

n∑
k=1

k−1/2

Limite l de S(n) et équivalent de S(n)− l ?
28. Soit (un) une suite positive, Sn =

∑n
k=0 uk, étudier la série

∑
n≥0 un e−Sn .

29. déterminer :

lim
n→∞

1 +
1

2
+ . . .

1

n
− 1

n+ 1
− 1

n+ 2
− . . . 1

n2

30. (Mines 98) Soit f une bijection de R+ sur lui même, de classe C1,
croissante et telle que f(1) = 1. Prouver que les séries

∑
n≥1 1/f(n) et∑

n≥1 f
−1(n)/n2 sont de même nature.
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31. (Mines 96) Soient α, β, γ strictement poitifs. Étudier la convergence de∑
n≥1 un avec :

un =

∏n−1
i=0 (α + i)

∏n−1
i=0 (β + i)∏2n−1

i=0 (γ + i)

32. Soit un+1 = un
√

1 + un. Prouver l’existence de k > 0 telle que :

un ∼ k(3/2)n

33. un+1 = un + n ln(1 + un), u0 > 0. Prouver que n2 = O(un). En déduire
un+1 ∼ un puis déterminer un équivalent de un.

34. (X 2000) u0 > 0, (an) est une suite positive à laquelle on associe la
suite (un) définie par u0 et la récurrence :

un+1 = un +
an

un

Montrer que la suite (un) converge si et seulement si la série
∑

n≥0 an
converge. Traiter une question analogue avec la suite (vn) doublement
récurrente définie par :

v0 > 0, v1 > 0, vn+2 = anvn+1 + vn

35. (X) Soit (xn) une suite de réels ≥ 1. Prouver que la suite de terme
général :

un =

√
1 + x1

√
1 + x2

√
1 + · · ·+ xn−1

√
1 + xn

converge si et seulement si la série :∑
n≥1

ln(xn)

2n

converge.

36. Convergence et somme de
∑

n≥1
(−1)n(n−1)/2

n
.

Page 6/16 Jean-Pierre Barani
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37. (CCP 99) Soit (an) une suite réelle telle que, pour tout entier naturel
n, 0 < an < 1. On définit une suite (bn) par b0 ≥ 0 et

∀n ≥ 1, bn =
bn−1 + an

1 + anbn−1

(a) Montrer que (bn) possède une limite L.

(b) Montrer que si 0 ≤ b0 ≤ 1, alors 0 < L ≤ 1.

(c) Montrer que si (an) possède une limite non nulle alors L = 1.

(d) On suppose b0 > 1. Prouver que L = 1 si et seulement si la série∑
n≥0 an diverge.

38. (X) Etudier la suite (un) définie par u0 > 0 et :

un+1 = un +
1

Sαn

Où Sn =
n∑
k=0

uk.

39. Etudier la suite (un) définie par u0 > 0 et

un+1 =

(
1 +

1

n

)√
un

40. (X) Prouver l’inégalité :

∞∑
k=n+1

(
k

k + 1

)k2

< e−n

41. (Mines 2003) soit (an)n≥1 une suite strictement positive et bornée. On

pose An =
∑n

k=1 ak. Étudier la suite (bn)n≥1 définie par :

bn =
a1

A1
+ · · ·+ an

An

lnAn

42. (X 2003) Soit (un) une suite vérifiant la relation de récurrence :

un = un−1 + e−un−1
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(a) Étude de (un).

(b) Équivalent de (un) ?

(c) Équivalent de (un − lnn)

43. (X) Soit (un)n≥1 une suite positive telle qu’il existe une suite (nk),
strictement croissante, de naturels pour laquelle :

∀k, unk ≥
1

nk

Prouver la divergence de la série
∑

n≥1 un.

44. Déterminer :

lim
n→∞

[(
n∑
k=1

ch

(
1√
k + n

))
− n

]

45. Prouver l’existence de a > 0 tel que la suite (un) définie par u0 > 0 et :

un+1 = uexp(un)
n

converge vers 0 pour 0 < u0 ≤ a. Dans ces conditions déterminer un
équivalent de (un).

46. Etudier la suite (un) définie par u0 > 0 et :

un+1 =
un

1 + nu2
n

Déterminer un équivalent de (un).

47. Soit xn la plus grande racine réelle de l’équation :

x2n − 2nx+ 1 = 0

Nature de la série
∑

n≥2(xn − 1)α.

48. Etudier le comportement asymptotique des suite (an) et (bn) définies
par a0 > 0, b0 > 0 et les relations :{

an+1 = an+bn
2

2
bn+1

= 1
an

+ 1
bn

Si (an) converge vers λ, trouver un équivalent de an − λ.
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TD Séries numériques 1 septembre 2003

49. Soit λn la plus petite racine > 0 de P ′n où Pn =
n∏
i=0

(X − i). Prouver

limλn = 0 puis que :

λn =
a

ln(n)
+

b

ln(n)2
+ o

(
1

ln(n)2

)

50. Nature de la série de terme général (
n∏
k=0

Ck
n)

1
n2 .

51. Soit (an) une suite réelle strictement positive telle que
∑

n≥1 an ln(n)
converge. Prouver la convergence de∑

n≥1

an ln

(
1

an

)

52. (CCP 99) Soit (an) le terme général positif d’une série convergente.

Que dire de la série de terme général a
1−1/n
n ?

53. (a) Prouver, pour a1 . . . an ≥ 0, l’inégalité :

n
√
a1 . . . an ≤ a1 + · · ·+ an

n

(b) Prouver l’inégalité : (
n+ 1

e

)n
≤ n!

Soit (un)n≥1 une suite de réels positifs tels que
∑

n≥1 un converge.
Prouver l’inégalité (de Carleman)

∞∑
n=1

n
√
u1 . . . un ≤ e

∞∑
n=1

un

54. Soit α > 0 et (an)n≥1 une suite > 0. Les séries
∑

n≥1 an et
∑

n≥1
1

nαan
peuvent-elles converger simultanément ?

55. (TPE 97) Etudier la série de terme général :

ln

(
tan

(
n∑
k=0

(−1)k

2k + 1

))
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56. (Centrale 97) a, b, c > 0. déterminer la limite de :

un =

[
a1/n + b1/n + c1/n

3

]n
57. (CCP 97) Etudier la suite :

un+1 =
1 + u2

n

2

Equivalent de un quand n→∞.

58. (CCP 97) Déterminer la limite de la suite :

Sn =

(
(2n)!

n!nn

)1/n

59. (CCP 97) Somme de la série
∑

n≥1 arctan
(

1
2n2

)
60. (CCP 97) Déterminer :

lim
n→∞

n∏
k=1

(
1 +

k

n2

)

61. (Mines 97) Etudier la suite (xn) définie par :

x0 6= 0, xn+1 = 1 +
1

4
sin

(
1

xn

)
62. (X 2003) développement asymptotique de :

Sn =
n∑
k=0

1

k + n2

63. (Centrale 97 et 99) Soit (un) une suite réelle telle que, pour tout n,
un 6= −1. On pose :

vn =
un

(1 + u0)(1 + u1) . . . (1 + un)

(a) On suppose un ≥ 0, pour tout n. Convergence de
∑

n≥0 vn ?
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(b) On suppose
∑

n≥0 |un| < +∞, en est-il de même de
∑

n≥0 |vn| ?
(c) On suppose

∑
n≥0 un converge, en est-il de même de

∑
n≥0 |vn| ?

64. (Centrale 97) On suppose lim un = u, qu’en est-il de la suite :

vn =
1

2n

n∑
k=0

Ck
nuk ?

65. (Centrale 97) Soit :

un =
√
n+ α

√
n+ 1 + β

√
n+ 2

Déterminer (α, β) ∈ R2 de sorte que
∑

n≥0 un converge. Déterminer
alors la somme de la série.

66. (CCP 2003) Convergence et somme de la série de terme général :

un =
1

ch(n) ch(n+ 1)

67. (X97) Soit (an) une suite à termes réels > 0. Etudier la série de terme
général :

an

(a1 + a2 + · · ·+ an)2

68. (X98 et X99) Soit (un) une suite strictement positive telle que
∑

n≥0 un
converge. Etudier les séries :∑

n≥1

un√
n

∑
n≥1

√
un

n

Soit (un) une suite positive telle que
∑

n≥0 un diverge. Etudier la nature
de : ∑

n≥0

un

Sn

69. (X98) Soit (an) une suite positive décroissante telle que
∑

n≥0 an converge.
Prouver que nan → 0.

70. (Centrale 97) Conditions sur P ∈ R[X] pour que la série de terme
général :

un = (n4 + 3n2)1/4 − [P (n)]1/3

Converge.
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71. (Mines 97) Condition sur α ∈ R pour que la série :∑
n≥2

1

(ln 2)α + · · ·+ (lnn)α

soit convergente.

72. (X97) Nature de la série de terme général :

sin(π
√
n2 − 1)

73. (Centrale 97)

f(x) = cos x+ 17 sin x+ x3 + x2 − 5x− 1

Etudier les séries de terme généraux :

un =
1

f(n)α
, vn = (−1)nun

74. (Centrale 97)

(a) Soit f continue sur R+ telle que :

lim
x→+∞

f(x+ 1)− f(x) = 0

Etudier la limite, quand x→ +∞ de f(x)
x

(b) Convergence et somme de la série de terme général un avec :

un =
1

n

(
[(
√
n+ 1]− [(

√
n]
)

75. (Centrale 97)

(a) Montrer l’existence et l’unicité d’un polynôme Pn tel que, pour
tout réel θ où les deux membres sont définis, on ait :

sin((2n+ 1)θ) = (sin θ)2n+1Pn
(
cotg2 θ

)
(b) Expliciter Pn

(c) Calculer ses racines.
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(d) Prouver que :

n∑
k=1

cotg2

(
kπ

2n+ 1

)
=
n(2n− 1)

3

(e) Prouver, pour 0 < t < pi
2

, la relation :

cotg2 t ≤ 1

t2
≤ 1 + cotg2 t

(f) Convergence et somme de la série
∑

n≥1
1
n2 .

76. (X97 et 2001) Soit
∑

n≥1 un une série convergente à termes positifs, S
sa somme. On pose : 

vn = 1
n

∑n
k=1 uk

wn = u1+2u2+···+nun
n(n+1)

xn = n
√∏n

k=1 uk

Nature de
∑

n≥1 vn et de
∑

n≥1 wn ? Montrer que
∑

n≥1 xn converge.
Indication de l’examinateur : Prouver l’existence d’une constante uni-
verselle K telle que xn ≤ Kwn

77. (X97) Soit a > 0 et (xn) la suite récurrente définie par :{
x0 > 0

xn+1 = xn(x2
n − 3axn + 3a2)

Etudier, suivant les valeurs de x0, la convergence éventuelle de (xn) et,
le cas échéant, la vitesse de convergence.

78. (X97)
u0 ∈]0, π/2[, un+1 = sin un

Montrer que
∑

n≥0 u
2
n diverge et que

∑
n≥0 u

3
n converge.

79. (X97) Convergence et somme de :∑
n≥3

4n− 3

n(n2 − 4)
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80. (X97) α ∈ R.
fα : x 7→ ln x− α + eα−x

(a) Combien de zéros possède fα ?

(b) Donner l’ensemble des couples (a, b) tels que :

a = exp(− eα b), et b = exp(− eα a)

(c) Etudier la suite :
un+1 = exp(− eα un)

81. (Centrale 97)

un =
cos
(

2πn
3

)
n

Convergence de
∑

n≥1 un et de
∑

n≥1 sin(un) ?

82. (Mines 97) α > 1, 0 < β ≤ 1.

Rn(α) =
∞∑
k=n

1

kα
, Sn(β) =

n∑
k=1

1

kβ

Nature de la série de terme général Un(α, β) = Rn(α)
Sn(β)

et de la série de

terme général (−1)nUn(α, β).

83. (Mines 99) Soit (an) une suite strictement positive décroissante telle que
la série

∑
n≥0 an soit convergente de somme S. Montrer l’équivalence

des deux assertions suivantes :
– Pour tout n, an ≤

∑∞
k=n+1 ak.

– Pour tout t ∈]0, S] il existe une application strictement croissante φ :
N→ N telle que

∑∞
n=0 aφ(n) = t

[NDLR : Il semble qu’on n’ait posé que la première implication]. Quel

est l’ensemble des réels x qui peuvent s’écrire sous la forme
∞∑
n=1

εn

n2
avec

εn ∈ {0, 1} pour tout n ?

84. (Mines 99) Soit (xn) une suite réelle et (yn)n≥1, la suite définie par :

∀n ≥ 1, yn =
1√
n

n∑
k=1

xk√
k

Prouver que la convergence de la suite (xn) entraine celle de la suite
(yn).
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85. (X99) Soit (cn) une suite complexe telle que la suite (ncn) soit bornée.
On pose :

A = sup |cn| B = supn|cn|
(a) Prouver l’inégalité :

∞∑
n=k+1

1

n2
≤ k + 2

(k + 1)2

(b) Montrer que
∑∞

n=k+1 |cn|2 ≤ 2AB [Indication : Couper la somme
en deux par un indice proche de B/A].

86. (X99) Soit (an) une suite complexe. On définit une application φ de
[0,+∞[ dans N ∪ {∞} par :

φ(λ) = Card {n / |an| > λ}

(a) Montrer que an → 0 si et seulement si φ(λ) est fini pour tout
λ > 0.

(b) Montrer que s’il existe p ≥ 1 tel que la série
∑

n≥0 |an|p converge
alors la fonction λ 7→ λpφ(λ) est bornée sur ]0,+∞[. Réciproque ?

(c) Montrer que si la fonction λ 7→ λpφ(λ) est bornée sur ]0,+∞[,
alors pour tout q > p la série

∑
n≥0 |an|q converge. On remarquera

que :
∞∑
n=0

|an|q =

∫ +∞

0

qλq−1φ(λ) dλ

87. (ESPCI 2001)

(a) On suppose que l’ensemble des entiers naturels composés des seuls
facteurs premiers 2, 3, 5, 7, 11, 13 est rangé en une suite croissante
(nk)k∈N.

i. Que dire de la série
∑

k≥0
1
nk

?

ii. Si elle converge, calculer sa somme.

(b) Soit P un ensemble infini de nombre premiers tel que
∑

p∈P
1
p

converge (on donnera un sens à cette assertion). Soit (nk)k∈N

une suite d’entiers naturels distincts composés exclusivement de
facteurs premiers appartenant à P . Étudier la convergence de∑

k≥0
1
nk

.
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88. (X99) Soit (sn) une suite réelle et, pour n ≥ 1 :

vn =
s1 + s2 + · · ·+ sn

n

(a) Etudier l’équivalence entre la convergence de (sn) et celle de (vn).
Que dire si (sn) crôıt ?

(b) On pose, pour n ≥ 1, un = sn−sn−1. On suppose que un = O(1/n)
et que vn → 0 quand n → ∞. Montrer que sn → 0. [Pour q > p
on pourra exprimer (q−p)sq en fonction de qvq, pvp, up+2, . . . , uq]
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