Calculs de primitives et d’intégrales

Exercices de Jean-Louis Rouget. Retrouver aussi cette fiche sur www.maths-france.fr

* tres facile  ** facile *** difficulté moyenne **** difficile ***** tres difficile

1: Incontournable T : pour travailler et mémoriser le cours

Exercice 1

Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles considérés :

1 x? X 1—x 1
1) Bl 2> B+l 3) X —x2—x+1 4) (x24x+1)° 5> x(x24+1)%
x4x 1 1 1 X
6) X041 X 7> ¥*+1 8) (x*+1)2 9) B+t 1 10) (x*+1)3
11) G -1
Correction ¥ [005466]
Exercice 2
Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles considérés :
1 1 1 1 1 1 sin®(x/2) 1
Dosetar 2w e(t E 3) s s 4) S o 5) st
COSX cos(3x 1 sinxsin(2x tanx
6) cosx-+sinx 7) sinx—+sin(3x) 8) cos? x-Fsin? x 9) sin4x3+cos4x+1 10) 1+sin(3x)
cosx+2sinx sinx 1 ch’x /
1 1) Sinx—cosx ) COS(3X) ) acoszx+ﬁ Sinzx ) 1+4shx 15) Chx - 1
thx 1 1
16) 1+chx 17) shox 18) I—chx
Correction V [005467]
Exercice 3
Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles considérés :
1 2 1 V16 1 xt+1
1)\/)m etvVxr+2x+5 2) T 3) ¥ 4) /s 5) 4/
X241 1*\/); 1 m 1
6) Wt NV Yovme 977 gy
10) 57
Correction ¥ [005468]

Exercice 4

Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant le ou les intervalles considérés :

1)

xlnx

2) Arcsinx 3) Arctanx  4) Arccosx 5) Argshx

6) Argchx 7) Argthx  8) In(1 +x2) Q) ghrecosx 10) cosxIn(1+cosx)
11) Arf}@nx 12) ﬁ 13) (3)*Inx  14) x"Inx (n € N) 15) e*cos(ax) ((a, o) € (R*)?)

16) sin(Inx) et cos(Inx) 17) VAED|

2 X o}
- 18) x“e*sinx
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Correction V [005469]

Exercice 5
Calculer les intégrales suivantes (a, b réels donnés, p et g entiers naturels donnés)

1) [i. 25 (0<a) 2) Jo2cos(px)cos(gx) dx et [y 2cos(px)sin(gx) dx et [y 2sin(px)sin(gx) dx
3) [P/ (x—a)(b—x)dx  4) [*(]x— 1|+ |x| + e+ 1|+ [x+2]) dx

5) fnz/ )(Clt )Arctanxdx 6) f;tl 1+ x(1 —x)*] dx

N Treos 8) Ji(In2)" dt (n € N7)
Correction V [005470]

Exercice 6

Condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢ et d pour que les primitives de % soient rationnelles (a, b,

c et d réels donnés).
Correction V [005471]

Exercice 7
Etude de f(x) = [! 1T 2“““‘ dt.

t cosx+12
Correction V [005472]

Exercice 8
Etude de f(x) = [, Max(x,) dr.

Correction V [005473]

Exercice 9 Intégrales de WALLIS

. /2 .
Pour 7 entier naturel, on pose W, = [, /2 sin" x dx.

1. Calculer Wy et W;. Déterminer une relation entre W,, et W,,» et en déduire W, et W,,11 en fonction de n.

2. Etudier les variations de la suite (W,) et en déduire lim,,_ ;o W‘;,“ :

3. Montrer que la suite (nW,W,,_ ),en+ est constante. En déduire lim,,—, . W,,, puis un équivalent simple de
W,,. En écrivant fon/ 2 Jo + J 7 2, retrouver directement limy,_, oo W,.

2
4. Montrer que lim,_, ;1 (%) = % (Formule de WALLIS)

[005474]

Exercice 10

Pour n entier naturel, on pose In = foﬂ/ * tan" x dx.
1. Calculer Iy et I;. Trouver une relation entre I, et I, 5. En déduire I, en fonction de n.
2. Montrer que I, tend vers 0 quand 7 tend vers o, et en déduire les limites des suites (u,) et (v,) définies
par : u, = Zzzl (n eN9etv, =Yr zé)kl 1.

Correction V [005475]

Retrouver cette fiche et d’autres exercices de maths sur exo7 .emath.fr
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Correction de ’exercice 1 A

1. I est I'un des deux intervalles | — oo, —1[ ou | — 1, 4-oo[. f est continue sur / et admet donc des primitives

sur /.
1 1 _a b b
X3+1 X+DX+)X+2) X+1 X+j X+
olla= 3(_11)2 = % eth= 3(—11)2 = % Par suite,
11,1 j 72 1, 1 -X+2 1, 1 1 2x—1 3 1

)= )

X3+1 _§(X+1 X—l—j+X+j2):§(X+1+X2—X+1 §(X+1_§X2—X+1+§X2—X+1

1 1 1 2X-1 3 1
2)'

3 (

e —_—— _|_7
2 _
3' X4+1 2X2—-X+1 2(X—%)2+(§)

Mais alors,

1 1 32 x—% 0 1. (x=12% 1 2x—1
/_x3—|—1 d <1n‘x+1‘—*1n()€ —X—i-])—f—gﬁArCtan L )_glnm—f—ﬁArCtan \/g +C

2. I est1’un des deux intervalles | — oo, —1[ ou |1, +eo[. Sur 7, [ % dx=1In(x*+1)+C.

3.X X2 X+1=X*X-1)-(X—-1)=(X*-1)(X—1) = (X — 1)*(X + 1). Donc, la décomposition
en éléments simples defzﬁixﬂest de la forme aX2+bX+c+ A —|—(X 1)2+X+1
Détermination de a, b et c¢. La division euclidienne de X par X3 —X?—X+1 sécrit X° = (X2—|—X+
2)(X3—X2—X+1)+2X>+X—2.0nadonca=1,b=1etc=2.

e =lime,_1(x+1)f(x) = (_ﬁ”f) = — 1. Puis, dy = lim_,; (x— 1)2f(x) = 1= = 1. Enfin, x = 0 fournit
O0=c—d|+dy+eetdonc,d; = —2—7+4 —%.Finalement,
X3 9 1 11 11
=X’4+Xx+2-2 - —-
X3-X2-X+1 AT 4X—1+2(X—1)2 4X+1’
et donc, I désignant ’un des trois intervalles | — oo, —1[, | — 1,1 ou |1, 4o, on a sur I
x X x? 1 1
———dx=—+—+2x—— — -1 1|+C.
/x3 R R T el
4. Sur R,
/ 1—x / 2x+1 ot / dx /
R2+x+1p5 7 2] (4x+1) 2) (X+x+1)3 8(x2—|—x+1 3 2425
V3 1 uw/3
82 xt 1) +x+1 2/ FEIE) u (en posantx+ 3 2)
1 28 1
= + \[ du.
(x> +x+1)* 34 (U2 +1)3
Pour n € N*, posons alors ,, = [ (uz”l%)n. Une intégration par parties fournit
u w4+1-1 u
L=——+2n| —5V———du=-———+2
"R ”/(u2+1)n+1 e nh = let),

etdonc, I, 1 = Tln (W +(2n— l)I,,). Mais alors,

3

dx



u 7 1 u 7 u 7.5

1
TR TR TR W1 86 1)] 860
_l u +l u . 7.5 u +7.5.3I
T8+ 1)t T 86(uk+1)7  8.64u2+1)2  8.64°
_l u +l u 7.5 u 4 753 u +7.5.3.1
31 86 L1) 8642 +1)7 86422 +1 8642
_l u +l u 7.5 u n 753 u +7'5'3'1Arctanu+C
8w+ 1) 8.6(u241)3 " 864 (2 +1)2  8.642u>+1 8.6.4.2 ‘
Maintenant,
2 1 4, 4 1 4
2 2 2 2
1=("=(x+=) 4+1=-P4-xt+-+1=- 1).
u + (ﬁ(x+2>) =g ok o 3(x +x+1)
Par suite,
28/3 ro 8VE (13t Flty) +Lf At 75 32 Hhet))
3 ) w1y T 3 844(x2+x+1) 8643 (2 +x+1) 86442 (2 +x+1)2
Z(+3)
153 33 2 7.5.3.1Arctan2x+1+c .
8.6424x24x+1 8642 V3
1 241 +l 2x+1 +£ 2x+1 +§ 2x+1
8 (2 Hx+1)* 36 (x24x+1)3 108 (x2+x+1)2  S4x24x+1
70v/3 2x+1
Y2 Arctan C
+ 7 tC

(il reste encore a réduire au méme dénominateur).

5. On pose u = x> et donc du = 2xdx

/(leﬂ”)d _/xz(x“rl 2/ u—l—l /th_wlrl_(uil)z)du

1
z(ln\u]—ln]u—i—l]—i-?)—i-c
1 x? 1
S Py
2(nx2+1 +x2+1

x4x _
6. | X041 dx fx6+1 dx +fx6+1
Ensuite, en posant u = x3 et donc du = 3x? dx,

)+C.

1
/x6+1 3/ 2+1 fArctanu—i—C—gArctan( 3 +C,

et en posant u = x° et donc du = 2x dx,

x 1 1 1. (u—1)? 1 2u—1 _
———dx=~ | =——du=—In———— + — Arct C 1
/x6+1 x 2/u3+1 " 6nu2—u—|—l V3 rean V3 € (voir1))

1. @-1)* 1 2x% — 1
=-In——+ —Arct C
6 xt— x2+1+\ﬁ retan V3 +
Finalement,
X2 +x 1 o 1 (=12 1 2% — 1
/')5674—1 d.x: gAI'Ctan(X )—i—glnm-l-%Arctan \/§ +C



L y3 Ay (G KT — 1 m oz Aing
7. X4+1_Zk:0szk ol z; = €'\3 743 .Deplus,),k_4zz—4zk— 1~ Ainsi,

1 in/4 —in/4 in/4 —in/4
X441 4\ X —ein/t X _ema X +eim/4 +X+e—m/4
1{ V2x-2 V2X +2
—V2X+1 X24V2X+1)°

Mais,
V2X-2 1 2X-\2 1
NG Ty _ Ly, 1Ly
—V2X+1 V2XP-V2X 1 (X - 52+ ()
et donc,
2x—2 1
/ V2 dx = —In(x* —vV2x+1) — V2 Arctan(v2x — 1) +C,
x2—2x+1 V2
et de méme,
V2x+2 1 )
dx = —1In(x*+V2x+1) + V2 Arctan(v2x+ 1) +C.
[y b 1 ) (V2x+1)
Finalement,
1 1 —V2x+1
— dx=—In=—"=""— _ \/2(Arctan(v2x — 1) + Arctan(v2x + 1)) + C.
| arit= 5 Mﬂm (Arctan(v/2x— 1) (V2x+1))

8. Une intégration par parties fournit

/ ! dx = al +/ pal dx = al +4/X4+1_1dx
R | (H+1)277 Al (x*+1)2

X 1 1
- 4 dx—4 [ ———d
i /x4—|—l * /(x4+1)2 *

Et donc,
1 1 X 1
——dx = - 3 dx) =
/(x4+1)2 =it /x4+1 %)
9. Posons R = m
X8+X4+1: X12_1 _ H}(]:O(X_eﬁkﬂ/lz)

X4 -1 X-DX+DX-i)(X+i)
= (X — &™) (X —e O (X +€/O) (X + e TO) (X — ) (X = )X+ )X+ ).

R est réelle et paire. Donc,

R _2 . a a a . b i b b b
CX—j X—2 X+j X472 X—em/6 X —ein/6  Xtein/6 X ein/6]
_ 1 1 2/2+1 _ —1-2j
= §7ap T A T g e - etdone



10.

11.

a a 1, —1-2j —-1-2* 1 1 1 1

X—j+X—j2—12( X—j X —j2 )_ZX2+X+1_Z(X+%)2+(\/§)2’

et par parité,

a n a a a 1( 1 . 1 )
X—j X—j X+j X+j* 4 (X+%)2+(§)2 (X—%)M—(?)Z
. . 1 . 1 o —in/6 . —iﬂ:/6(71+'2) . —in/é(izi ) ) —in/6_;
Ensuite, b = ST = G ] = 4(e_1+j) _e¢ - P _e = J ¢5—, et donc,
b, b1 (—2e’i”/6—i+—2ei”/6+i 1 -2v3X+3 1 2X-3
X — oi®/6 X —e—in/6 T 12 X — in/6 X — e—in/67 12X2—\3X +1 = 4\/§X2—\/§X—|—1'
Par parité,
b b b b1 2X-3 1 2X+V3
X—em/6 X —eim/6 X teim/6 Xte im0 43X2-\3X+1 4/3X2+VB3XA+1
Finalement,
1 1 2x—1 2x+1 1 x?+V3x+1
= Arctan ——— + Arctan + In +C
/x8+x4+1 2\@( V3 V3 ) 43 x2—/3x+1

En posant u = x? et donc du = 2x dx, on obtient | %1) dx=13[ ﬁ

Pour n > 1, posons [, = [ W du. Une intégration par parties fournit :

2+1)n

u u.(—n)(2u) / u —l—l—l
I, = du =
n (u2_|_1)n+/ 2+ Dt T uz 72 W2+1) it 4

u
2
(I/t2+1) + I’l( n—H)
_ 1 u
etdonc,Vn>1, I, = E(W+ (2n—1)I,).
On en déduit que
1 u u 3 3
L=—(—5—=+3h)= — Arct C
3 4((142 1)2+ 2) 4(u2+1)2+8(u2+1)+8 rctanu +C,

et finalement que

x 1, 2% 3 )

(X +1) = X" —1=7X+21X° +35X* +35X° +21X* +7X = 7X(X° +3X* +5X> +5X* +3X + 1)
=TX(X+ D)X +2X3+3X2 42X+ 1) = TX (X + 1)(X> + X +1)°.

Par suite,

7 _ 1 :g+ b n c1 n [} C1 )
X+1)7-X"-1 XX+D)X—j)2X—-j** X X+1 X—j (X—))

a=1limy_,0xR(x) =1,b=1lim,,_;(x+ 1)R(x) = —1, et



¢y = limyy(x = /)’R(¥) = j7mytp = ~7raze = 3¢ Puis,
@ @ _l((X—jz)z—i—(X—j)z_ 2X2 42X — 1
X—7)? (X—-7% 3" (X2+X+1)?2 3(X24+X+1)¥
et
Ro(—2 . %) = 1 2X24+2X—1  3-X(X+1)(2X*+2X-1)
X—j)2 (X—722 XX+1D)X2+X+1)2 3(X2+X+1)2 3XX+1D(X2+X+1)?
C2X(X+HD)(XPHX+ 1) +343X(X+1)  —2X?—-2X+3
B 3X(X+1)(X2+X+1)2 XX HD)(XEEX+1)
: — 2723 s 5(G=7) G-
Puis, &2 = 555 G-2 = TFR T AR T 3
Ainsi,
1 11 1 1.5(—72) 5(%—J) 1 1
(X+1)7—X7—1_7(X_X+1+3( X—j * X—j2 +(X—j)2+(X—j2)2))
= e )
C7TX X+1 XEP+X+1 3 (X—j)2 0 (X—j2)?
1.1 1 5 1, 1 1
= (= — ( + 55))
7°X X+1 X+12+(%) 3V X —))? (X—j2)?
Finalement,

Correction de I’exercice 2 A

2dt

— X —
1. On pose ¢t = tan 5 et donc dx = el

1+ 2dt 1+ tan Z + tan %
—_ 2 dl‘ Injl—|+C=In|—————=|+C
cosx /l—t2 14172 / 1—1¢2 n 1— + 1 —tan% tan +
X
=In|tan(= + — C.
nltan(} + 7))+
ou bien
1 :/ COSX dx—In 1+s?nx
COSX 1 —sin?x 1 —sinx

ou bien, en posant u = x+ 7, (voir 2))

1 u X =
——dx= d = [ —du=In|tan=|+C = In|tan(= + — C.
cosx cos( “= /sinu u=n| anzH— n| an(2—|—4)\—|—

Ensuite, en posant t = ¢* et donc dx = 7’,

1 2 dt 1
— dx— ——:2/—d¢:2At Y4,
/chx * t+1t 1412 retan(e”) +



ou bien

1 h
/—dx:/zcixdx:Arctan(shx)—FC.
chx sh”x+ 1

— X
2. En posant 7 = tan 3,

1 1+¢% 2dt 1 X
—dx= = [ —dt=nlt|+C=Inl|tan=|+C.
sinx o 2t 1412 /t ne+ n]an2\+
3. tanx fifj;‘ dx—ln]sinx]—l—Cetfﬁ =In|shx|+C.
4. fs;“_gfﬁ dx=1 f; cosx gy — Ln|x —sinx| +C.

1 dx  __
* 2+sin?x dx = %—&-tanzx cos2x 2+3tan2xd(
COos“x

1 1 1 /3 3 1 3
/Z—i—smzx dx:/m du = 3\/;Arctan(\/;u)+C: \@Arctan(\/gtanx)—kC.

6. Posons [ = [ —S9%__ gyetJ= [ —SNX__ gy Alors, [+J = [dx=x+Cet[—J= [ =Sihxtcosx j,

€Osx+sinx cosx—+sinx cosx+sinx
In|cosx + sinx| + C. En additionnant ces deux égalités, on obtient :

tanx), et en posant u = tanx,

1
I= / Cosiojzmx =5 (x+1In|cosx+sinx|) +C
ou bien, en posant u = x — 7,
cos u+ 1
_/ CoSX _/ cosx d ( / s1nu — Lt Infcosul) +
cosx + sinx \@cos (x—Z ﬂcosu ) cosu 2

1
2(x— ——Hn]\[(cosx—ksinx)\)—i-C— (x+1In|cosx+sinx|) +C.

cos(3x) 4cos’x—3cosx 14cos’x—3cosx 1 4cosx 3 _cosx 3 1

S 3 N T sinx(1 — sin’x) "4 sinx  sinxcosx’ sinx 2sin(2x)’
Par suite,
3 3
/Cos(x) dx=In|sinx| — 7 In|tanx| +C.

sinx + sin(3x)

8. cos*x+sin*x = (cos?x+sin*x)? — 2sin*xcos?x = 1 — 1 sin?(2x), et donc

1 1 1
cos*x+sin"x 1 — 5 sin”(2x) 2 —sin“u

1
_/l—l—cos2 /1—1—

(en posant v = tanu)

142
1+ 2 1+
1 1 tan(2x)
= Arctan— +C = — Arctan +C.
/V2+2 V2 V2 V2
9.
sinxsin(2x) 2sin®x 2sin®x
— = — 5 cosxdx = — —5 . cosxdx
sin*x+ cos*x+1 1 —2sin”xcos?x+ 1 2 —2sin”x(1 —sin” x)
2
u

=i o du (en posant u = sinx).



10.

11.

Maintenant, u* — u? + 1 = 5L = (4 — ¢/™/6) (1 — e=%/6) (4 + €7/6) (1 + e~77/6), et donc,

w+1
u? B a n a a a
W21l u—eiml6  y— ein/6 u-+eim/6 4 e—in/6’
. (ein/6)2 N (ein/6)2 _ _jeim/6
oua= (ein:/(yie—in/())(ein/6+ei7r/6)(eiﬂ:/6+e—in/6) - i.2¢i7/6 \/3 - Zle\'/§ , et donc
u2 1 _iein'/6 ie—iﬂ:/ﬁ iei?‘c/6 ie—iﬂ'/6
21 23 u—eir/o +u—e—"”/ﬁ +u—i—e"”/6 B u+e—i”/6)
1 ( u u )
C2V3 2 —\Butl wr+Bu+1
1 (1 2u—+/3 +ﬁ 1 1 u+v3 V3 1 )
2V3 22 —\V3u+1 2 2—\3Bu+1 2u2+V3u+1 2 w+3u+l
Ly 2u—+/3 2u++/3 )+1< 1 N 1
W —VEUHL VRl A e PR (PR (PR (3
et donc,

sin®x —+/3sinx+ 1
sin®x+ v/3sinx+ 1

/ sinxsin(2x) dre 1

1
x = —(Arctan 2sinx—\f3 -+ Arctan 2sinx+\/§ +C
sin*x+ cos*x + 1 4\/§ ( ( ) ( )

2

En posant u = sinx, on obtient

tanx sinx 1 cosxd . d
X = xXax = u
1 +sin(3x) 14 3sinx —4sin’ x cos?x (1+3u—4)(1 - u?)
Or, 1 +3u—4u® = (u+1)(—4u* —4u—1) = —(u—1)(2u+1)? et donc, (1 +3u—4u®)(1 —u?) = (u+
1)(u—1)*(2u+1)? et donc,

u __2 by n by La e
(1+3u—4ud)(1—u?)  u+1 u—1 (w—12% 2u+1 Qu+1)*
T _ —1 1 1
@ =iy 1 (ot () = gtz = ~4 b2 = ey =
etey= —— W2 _ 4
2T T Y
Ensuite, u = 0 fournit 0 = a — b + by +c| + ¢, ou encore ¢c; —b) = ; — + 5= D’autre part, en

multlphant par u, puls en faisant tendre u vers +oo, on obtient 0 = a + b1 + c1 et donc b1 +c = 4 et donc,
1=y deth = 36. Finalement,

u 1 7 1 4 4

w+Du—12Qu+1)2 4ut+1) 36(u—1) * 18(u—1)2 * 92u+1) 9Qu+1)?

Finalement,

tanx 1 7 1 2 2 1
T dx =~ In(sinx 4 1) = 2 In(1 —siny) - o+ SIn|2 |+ 4C
Fsin(ay) = g in(sinxt D =sgin(l=siny) = g gy g nl2sinat i+ 5 e +

(voir 6))

—_

dx

/ cosx+2sinx 4 / 5 ((sinx+cosx) — (sinx — cosx)) + ((sinx +cosx) 4 (sinx — cos x)
TRAT ST Ay =

sinx — cosx
/s1nx+cosx l/d
— X
2 Sinx — cosx

= fln\smx—cosx\—kz—i-c

sinx — cosx



12.

/ sinx / sinx / " )
= (en posant u = cosx
cos(3x) 4cos3x — 3cosx 3u—4u 54 p

—/3u 2u— V3) (2u+f)>
(ln\cosx|—fln|2cosx \[]—fln|200sx+\[|)

dt
142"

13. Dans tous les cas, on pose t = tanx et donc dx =

1
/occos%c—i—ﬁsmx /Ot—i—ﬁtanzxcos2 /a—l—ﬁtz

Sif=0eta#0, [ dx = Ltanx+C.

Sif#0etaf >0,

1 1 1 1 /B
d :—/ dt = Arctan(y/ —tanx) +C.
/acos2x+ﬁsin2x 7B t2+(\/%)2 Vo ( a %)

Sif#0etaf <0,

o cos? x+[3 sin® x

1 1 1 sgn(B) t*’ﬂ‘“"—\/j
/ dx:B/tz_( _g)zdt: ENP) 1n i

+C.
o cos?x+ B sin’x 2/—aB  |tanx+ -
14.
ch?x 1 +sh’x
= hxd
I +shx 1+ h crax

)

-

2 h?
:/(u—l—l— ) du= Szx—shx+21nyl+shxy+c.
u

15. On peut poser u = ¢* mais il y a mieux.

(chx—1)(chx+1 h
/\/chx dx—/\/C a (chx+ )dx—sgn(x)/sxdx

vchx+1 vchx+1
= 2sgn(x)vchx+1+C.
16.
thx 1
—— _dx= [ —————shxd
/chx+1 * /chx(chx—i—l)S T
—/ (en posant u = chx)
chx
= [ (-~ —1In C.
/ LH—I chx+1 +
17. fshS dx= [ ¢ shx Sdx= [ 15 sh “dx= [ chfhx dx—fﬁdu (en posant u = chx).
18.
1+chx chx
= —dx— [ S d
/l—chx /l—ch2 /sh2 o /sh2 !
—cothx+—+C
shx

10



Correction de ’exercice 3 A

1.

1
dx = Argsh% +C

1 1
/\/x2+2x+5 V(x+1)2422

1 1
:111()“2r n (x; 24+1)+C=In(x+1+ 2 +2x+5)+C
Puis,
/ x2+2x+5dx:(x+1)\/x2+2x+5—/(x+1)2x+2dx
2Vx2 +2x+5
2
x“+2x+5—-4
=x+DVx2+2x+5— | ———————— dx
( ) Vx24+2x+5
1
=(x+1 \/x2+2x+57/\/x2+2x+5dx+4/7dx
( ) Vx24+2x+5
et donc,

1
/ x> +2x+5dx= §(x+ DVx?2+2x+542In(x+1+vVx*+2x+5)+C

(On peut aussi poser x+ 1 = 2shu).
1 _ 1 _ s
2. f 7 dx = i py dx = Arcsin(x— 1) +C.
3. On pose u = x5 puis v = /1 + u (ou directement u = /1 + x%) et on obtient :

V14x6 14+x6 1 v/1+u
dx = : xdx:f/ du
X X 6 u

1 v 1 v? 1 1 1 1 |v—1

6/v2—1 vdv 3/v2_1dv 3(v+/v2_1dv) 3(v+znv_|_1‘)+C
1 \/1 —1

S5+ n il (WG

3 V14x041

4,
/ 1 /\/l+x—\/1— /\/ /\/l—x
v1+x+v1—x 14+x

= (/ 12udu+/1 52vdv) (en posantu = V1 +xetv=+v1—x)

—1

—V

1 1—u I+v
—u—v+-(l In|——)+C
u v+2(n 1+u+n‘1—v)+
1 1—v14x I14++v1—x
Y Y e LI kL N c.
2( I++v1+x \/l—x)

11



2
5. On pose u = /% et donc x = “
X

x+1 2u
dx= -2 —d
/ 1Y /u(u2_1)2 !

u w?—1
:2u2—1_2/ du

2 1
= +2In ‘| U
u? 1—u

vVx+1+1
=2vVx2—1+In +C
X \/7_1

=@ 2u(= )) du. Sur |1, 400, on obtient

+C

6. On note € le signe de x.

Vit =2+l =ex\ /x> + 5 —1=¢ex\/(x L1 =145 =(x—1). On pose donc u =
x

— )1; et on obtient

2 2
x“+1 1 x+11 1
7dx—8/ . / du=¢egArgsh(x— —-)+C
xVxt—x2+1 (x—Lpyr X N gsh( x)
2_1 4 _ 2 1
zeln(x +EVXt—x°+ ) 4+C
X

7. Sur 0, 1], on pose déja u = /x et donc, x = u?, dx = 2u du.

/Fd _/Fz du—2/mdu—2/\/ u—Jdu

Puis, on pose u— 3 = 1 sinv et donc du = } cosv dv. On note que x €]0, 1] = u €]0, 1] = v = Arcsin(2u —

1)e]-%,%] = cosv >0.

[1- vz
/ N

1 1 1
= Z(v+§sin(2v))+C: Z(v—i-sinvcosv)—FC

= %(Arcsin(Z\/}— 1+ Q2vx—1)4/1—=(2Vx—=1)2)+C
%(Arcsin(Z\/;c— 1)+2(2vx—1)y/vVx—x)+C

1 1 1 1
—(1 —si 2002 :—/ 2 :7/ 1 2
4( sin v)2cosvdv 5 | cos vdy 2 (14cos(2v)) dv

8. On pose x = sh7 puis u = ¢€'.

1 1 Lu+Yy qu w41 1 2
—— dx= | ———chtdt= 27“—:/—51 :/7_7(1
/1—&-\/1—|—x2 * /1—|—ChtC /l—l—é(u—i—}l) u (@ +2ut 1) " (u (u—l—l)z) !

2
=Infu|+ —+C.
u+1
Maintenant, = Argshx = In(x+ v/ x>+ 1) et donc, u = x+ Vx> + 1. Finalement,

1 2
7dx:lnx+ x2+1 —7+C.
/1+\/1+x2 ( ) x+vVx2+1

12



9. Onposeu:%puisv:@u?’—i—l ”‘+ et donc v? = u® + 1 puis v dv = u? du.

\/W /\/ G+ du /\/F _/ 3u33+1uzdu

1
:—/v3_1v2dv:/(—1—(V_l)(v2+v+l)>dv
:/(_1_1 LoLovi2

3v— 3v2+v+1
1 2v+1
=—v—=Inpv—1|+— / v / dv
3 6 2+v+1 2 (v+1 V32
1 1 2 1
:—v—§1n|v—1\+81n(v + v+ 1) +V/3 Arctan( \/g )+C...

Correction de I’exercice 4 A

l. [+ dx=In|Inx|+C.
2. [ Arcsinx dx = xArcsinx — [ ﬁ dx = xArcsinx+v'1 —x? +C.
3. [ Arctanx dx = xArctanx — [ =5 dx = x Arctanx — In(1+x%) +C.
4. [ Arccosx dx = x Arccosx+ [ ﬁ dx = xArccosx— V1 —x*+C.
5. [ Argshxdx = xArgshx— [ ﬁ dx = xArgshx—v1+x*+C.
— _ X — _ 2 _
6. [ Argchx dx = xArgchx — [ mdxforgchx Vxr—1+4C.
7. [ Argthx dx = xArgthx — [ 5 dx = x Argthx + TIn(1—x%)+C (onestsur]—1,1]).
8. [In(1+x?)dx=xIn(1+x?)—2[H ﬁll dx = xIn(1 +x?) — 2x +2 Arctanx + C.
9.
Arccos x Arccos x Arccos x
dx = xe —i—/ dx
/e =
Arccos x 2 Arccos x D) -1 Arccos x
= xe —v1—x% —i—/\/l—xie dx
V1—x?
et donc feAI‘CCOSx dx = 7( Arccos x meArccos x) +C
’ 2 M
10.
. . —sinx . cos?x—1
/cosxln(l +cosx) dx = sinxIn(1 +cosx) — / sinx————— dx = sinxIn(1 +cosx) — / —_—
I +cosx cosx+1

= sinxIn(1+cosx) — /(cosx— 1) dx = sinxIn(1 +cosx) — sinx+x+C.

11, [ Arctanx Am“x dx = 2,/x Arctanx —2 [

2+1
Dans la derniére intégrale, on pose u = /x et donc x = u? puis, dx = 2u du. On obtient f 2 +1 dx =
u%”jl du. Mais,
2u? 1 ( u u )
w1l V2 2 —V2u+1  u?+V2u+1

Sl u—V2 2u+V2 L1 1 1
V2w = V2u+l @4 V2ut 1 2 (= )2 () (et ) (

13



12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.

Par suite,

2u? 1 u? —2u+1
du = Arctan(v/2u — 1) + Arctan(v2u + 1 +C,
[ g = SR+ e (Aretan(v 20— 1)+ Aretan(v/2u 1)) +
et donc,
Arctanx x—V2x+1
dx=2 Arctanx——l V2(Arctan(v/2x — 1) + Arctan(v2x + 1)) +C.
M dx=2ys )~ VA(Arctan(v/2x 1) + Arctan(v2e 1)
1 1 1 / x x
(x+1)ze x+1ex—7(x+1)2ex: (mex) et doncfi(x’j_el)2 dx= 5 +C.

i (;) Inxdx = [ ™" d(xInx —x) = ™+ C = (f)x dx.
n+l

(n-&-l)2 +C.

n _xn+1 1 n _xn+l
Jx'Inxdx =g Inx— 5 [¥"dx =77 Inx —

) (a+iot)x ax
/e“xcos(ax) dx =Re (/ elatia)x dx) =Re <6a+ia ) +C= ﬁRe((a— iot)(cos(ax) +isin(ox)) +C

e™(acos(ax) + asin(c
_ laco@n) tasin(an) |
ac+a

[ sin(Inx) dx = xsin(Inx) — [ cos(Inx) dx = xsin(Inx) — xcos(Inx) — [ sin(Inx) dx et donc
[ sin(Inx) dx = 3 (sin(Inx) — cos(Inx)) 4 C.

En posant u = x" et donc du = nx"~'dx, on obtient

1/ VaFl
VL ety L Vel
n u

puis en posant v = v/u+ 1 et donc u = > — 1 et du = 2vdv, on obtient

Vu+1 /
du =
u

—14+1 1—
2vdv-2/v + dv=2v+In v +C.
14+v

Finalement,

)+C.

\/x”+1 - —Vx"+1
E (2\/ +1+1In ' Yy

[ x2€*sinx dx = Im( [ x?e(! )% dx). Or,

/9628(1%)’C dx = XZe(Hi)x -2 /Xe(lﬂ.)x dx = x* e _ 2 (xe(Hi)x _/e(lﬂ)’C dx)
1+i 1+i 1+i 1+i° 1+i
— ell+i)x ) (I+i)x
— 52 % + el Hix _ & +C
2 1+4i
1

1
= (2 x%(1 —i)(cosx + isinx) + ix(cosx + isinx) — 5(1 +i)(cosx+isinx) +C.

Par suite,

2
1
/ el sinxdx = e (x2 (cosx+sinx) —xsinx — E(cosx— sinx)) +C.

Correction de ’exercice 5 A
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. Onposet = % et donc x = % etdx = —tiz dt. On obtient
a Valn(1/t) 1 @ Int
l/a-x +1 a ﬁ"‘lt l/at +1

. (p et g sont des entiers naturels)
cos(px) cos(gx) = 1 (cos(p+ q)x+ cos(p — q)x) et donc,
Premier cas. Si p # g,

etdonc, I = 0.

/oﬂCos(Px) cos(gx) dx = ! [Sin(P Can + Sinlp q)x] : -

21 ptq pP—q
Deuxi¢me cas. Si p=¢g # 0,

T
/ cos(px)cos(gx) dx / (1+cos(2px)) / dx=—
0 T2 2

Troisieme cas. Si p =g = 0. [; cos(px)cos(gx) dx= [ dx=1
La démarche est identique pour les deux autres et on trouve ;' sin(px)sin(gx) dx =0si p # g et 5 si
p=q#0puis [y sin(px)cos(gx) dx =0 pour tout choix de p et g.

x?+y?—(a+b)x+ab=0

y>0 est le demi-cercle

. La courbe d’équation y = \/(x—a)(b — x) ou encore {

de diameétre [( g ) , ( 8 )] Par suite, sia < b, [ = ﬂTRZ _ ﬂ(bga)z etsia> b l— _ﬂ(hsfa)2'

. L’intégrale proposée est somme de quatre intégrales. Chacune d’elles est la somme des aires de deux
triangles. Ainsi, 7 = 1((12+32) + (22 +22) + (3> 4+ 12) +4?) = 22.

. Onpose u = % On obtient

2 1 172 2 —du  [? 1
I:/ 1+ Arctanxdx:/ (I+u )Arctanu—zz/ (1+—2)(——Arctanu) du
1/2 X 2 u 1/2 2
1 1

n
= 5((2—5)—(5—2))—1)~

Par suite, [ = ——Ietdoncl— 3z

4 -
.I:Ll L+ x(1—x)] dx:fflw/l—&—x dx—}—fols/l—i—xl—x dx=1+h.

PourIl,1+x(x—1):x2—x+1:(x—%)2 (5 )etonposex—% gshtetdoncdx:§chtdt.

L= A;z%svﬁvfﬁt+dndt i ;;t: 2t dt = é ;mii@”+e4ﬂ+mdt
=§6<§<e-2‘"<ﬁ> O (@) 20D 4o in(V3) ~ In(2— V3))
= 164G VI~ 3B ) —2hVE-3)
:§; g+g (2—V3)2+(2+V3)%) —2In(2V3 - 3))
_7% 3{2 In(2v3 - 3).

Pour b, 1+x(1—x) = —x>+x+1=—(x—3)*+ (*{5) et on pose x — 3 = %sint et donc dx =

? cost dt.
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Arcsin - 3 3 3 Arcsin - 3 Arcsin -
L= 7 Y21 —sin?t \gcostdt: Z/ " costt dt = §/ " (I+cos(2t)) dt

— Arcsin % — Arcsin % Arcsin \lf5
3 1 Arcsin - 3 1 31 1
—(2 Arcsin — + 2 [sint cost VS — Z Arcsin— + - —— - =
8( V5 [ ] 4 V5 4.5 5
3A . 1 . 3
= — Arcsin — + —...
4 V5 107
7.
T xsinx )sin(mw — u) T sinu T usinu
I= ———dx = —du=m ———du— —d
o 1+4+cos?x / lJrcos2 —u) " /0 1+ cos?u " /0 1+cos?u "
= —n [Arctan(cosu)]y —1 = 7 -1,

2
etdonc, I = 7.

8. Pour n € N*, posons I, = [{'In" 7 dt.

x 1
Ly = [tln’”’1 ] (n+1)/ tln"t; dt =xIn""x — (n4 1)1,
1

Donc, Vn € N*, ) "“)! +% = x((lfj)]};l, et de plus, I; = xInx —x+ 1.
Soitn > 2.
n—1 n—1 n
I | T 1)k 1Ik I,
—DFE 4 = + = —h= (="
k;( S ) = ,;1 Z DT
Par suite,
n—1 k+1 n k
B ¢ X(Inx) B ¢ Xx(Inx)
I, = (—1)%!(5(—1) m—xlnx+x—l)—(—1)”n!(1—k§6(—1) k! ).
Correction de I’exercice 6 A
Si ¢ # d, les primitives considérées sont rationnelles si et seulement si il existe A et B tels que
(x—a)(x—D) A B
2 2= 2 T 5 (%)
(x—c)*(x—d) (x—c)?>  (x—d)
A+B=1 B=1-A
(*) © 3(A,B) eR*/ { —2(Ad+Bc)=—(a+b) < 3(A,B)eR*/{ A(d—c)+c=2L(a+b)
Ad? +Bc* = ab Ad? + Bc* = ab
A= a+b72)c
— 2(d—c
+b—2c 2d—a—b
< 3(A,B)eR?/ { B=2%-ab =2 2 2 —ab
(4,B) eRY/ ) 20— 2d—o) ¢ T o= ¢ ¢
Ad* + Bc” =ab

s d*(a+b—2¢)+c*(2d —a—b) =2ab(d —c) = (a+b)(d*> — c*) —2cd(d — ¢) = 2ab(d — ¢)
& 2cd+ (a+b)(c+d)=2ab< (a+b)(c+d)=2(ab—cd).
Si ¢ = d, il existe trois nombres A, B et C tels que (x —a)(x — b) = A(x —c)?> + B(x — ¢) +C et donc tels que

(—a)x—b) A B c
S R Frs  Prs E R P
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Dans ce cas, les primitives sont rationnelles. Finalement, les primitives considérées sont rationnelles si et seule-
ment sic=d ou (c#d et (a+b)(c+d) =2(ab—cd)).

Correction de I’exercice 7 A

Notons D le domaine de définition de f.

Sixe D, —x € Det f(—x) = —f(x). f est donc impaire.

SixeD,x+2m e Det f(x+2r) = f(x). f est donc 2m-périodique.

On étudiera donc f sur [0, 7].

Soient x € [0, 7] ett € [—1,1]. £ —2tcosx+ 1 = (t —cosx)? +sin* > 0 avec égalité si et seulement si sinx = 0
ett—cosx=0.

Ainsi, si x €]0, [, Vt €] — 1, 1], 1> — 2¢cosx+ 1 # 0. On en déduit que la fraction rationnelle 7 —
continue sur [—1, 1], et donc que f(x) existe.

Six=0,Vre[-1,1], thjicno); e tf)l)z = 0. On prut prolonger cette fonction par continuité en 1 et consisérer

sint
1—2t cosx+t2 est

que f(0) = fil 0 dt = 0. De méme, on peut considérer que f () = 0.
Ainsi, f est définie sur [0, 7] et donc, par parité et 27-périodicité, sur R.
Soit x €]0, [.Calculons f(x).

1 i r— ‘ 1- 1
flx)= / Y ——dt = [Arctan .cosx] :Arctanﬂ—kArctanﬂ
~1 (t —cosx)? +sin“x sinx | _, sinx sinx
2sin?(x/2) 2cos?(x/2) 1
= Arct Arct = Arctan(t 2 Arctan(————
AN S /2 cos(x/2) T A S a2 cosay2) — Arctan(tan(x/2)) + Arctan(T )
= g (car tan(x/2) > 0 pour x €]0, 7[).
Ce calcul acheve I’étude de f. En voici le graphe :
3 =+
2 =+
-
L
1 =+
-4 -3 -2 -1 1 2 3
14
) 2

Correction de ’exercice 8 A

Soit x € R. La fonction f — Max (x,t) = (x4 +|x—t|) est continue sur [0, 1] en vertu de théorémes généraux.
Par suite, fol Max (x,t) dt existe.

Six <0, alors Vz € [0,1], x <7 et donc Max(x,7) =t. Par suite, f(x) = fol tdt= 3.

Six> 1, alors ¥ € [0,1], 7 < x et donc Max(x,) = x. Par suite, f(x) = [5 xdr = x.

Si0o<x<1,

1

f(x)Z/Oxxdt+/xltdt:x2+;(1_x2):2(1+x2)'
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% six<O0
Enrésumé, Vx € R, f(x) = ¢ S(1+x?)si0<x<1 .

xsix>1
f est déja continue sur | —oo,0], [1,+oo[ et ]0,1[. De plus, f(07) = 1 = £(0) et f(17) =1= f(1). f est ainsi
continue a droite en 0 et continue a gauche en 1 et donc sur R.
f est de classe C! sur | —o0,0], [1,+4oo[ et ]0,1[. De plus, im0, x>0 f'(x) = limy_,0, x>0x = 0. f est donc
continue sur [0, 1] de classe C' sur ]0,1[ et f" a une limite réelle quand x tend vers 0. D’aprés un théoréme
classique d’analyse, f est de classe C' sur [0, 1] et en particulier, f est dérivable a droite en 0 et f',(0) = 0.
Comme d’autre part, f est dérivable a gauche en 0 et que f',(0) =0 = f';(0), f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
L’étude en 1 montre que f est dérivable en 1 et que f’(1) = 1. Le graphe de f est le suivant :

2+ y = f()
1 4
-2 —1 1 2
Correction de I’exercice 10 A
L do=f7 dx =T ethy = ;74 8% gy = [~ In|cosx[]* = 132.
Soit n € N.
m/4 m/4 tan™t1 ]/ 1
L4100 = tan" x + tan" "2 x) dx = / tan" x(1 + tan’x) dx = = )
() /0 (tan"x+ x) dx 0 X(1 4 tan"x) dx n+1 |, n+1
Soit n € N*,
2 (=) - k—1 . k—1 . k-1
Y 1 Y D) o+ i) = Y (D) T o+ Y (1)
k=1 - k=1 k=1 k=1
n—1 n
=Y ()= Y (- =1 — (=1)" I
k=0 k=1

2k—1
R n (_l)k—l
De méme, } ;| ~——

Ainsi, Vn €N, Iy = (-1 (2 - 11, G5).

— (=1)"hpy1 etdonc, Vn € N*, Ly, = (_21)'1 <ln2—ZZ:] (_lk)kfl )

2. Soient € €]0, 5[ et n € N*.

w/4—€/2 n/4 T o € e
n = tan” x dx + tan"xdxgztan”(z—i)—kf

0< .
o 0 n/4—g/2 2

~N

Maintenant, 0 < tan(% — %) < 1 etdonc lim,,_, ;. tan” (§ — §) = 0. Par suite, il existe no € N tel que, pour
n>ng, 0 <tan"(§—%) < 5.Pourn>ng,onaalors0 <1, <e.

Ainsi, I, tend vers 0 quand n tend vers +oo. On en déduit immédiatement que u,, tend vers In2 et v, tend
/4

Vers .
4
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