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Ce papier doit étre lu aprés celui sur la dérivation des fonctions
a valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension finie

— Dans ce qui suit, K = R ou C, précisé si nécessaire. F est un K espace
vectoriel de dimension finie.
— Les lettres I, J désignent des intervalles non réduits a un point.
— La théorie de 'intégrale vue en premiére année est supposée connue.
— La définition des applications continues ou de classe C" par morceaux
sur un intervalle I & valeurs dans F est analogue & celle des fonctions a
valeurs scalaires (dans K), c’est-a-dire qu’on définit d’abord les appli-
cations continues ou de classe C™ par morceaux sur un segment via les
subdivisions d’icelui, le cas général s’obtenant par 'intermédiaire des
restrictions aux segments de I. Les lecteurs prouveront alors, a titre
d’exercice, les propriétés suivantes qui seront rappelées dans la suite :
— Toute combinaison linéaire de fonctions C" par morceaux sur I I’est
encore.
- Si (u_>17 ..., 175) est un systéme de vecteurs de E et si (f1, f2,- .-, fn)
est un systeme d’aplications C" par morceaux de I dans K, il en est
de méme de 377, f; u_j
— Si u est continue resp de classe C" de I dans F (K-espace vectoriel
de dimension finie) et si f est continue par morceaux resp de classe
C™ par morceaux de I dans E, il en est de méme de uo f : [ — F.
— Une application f : I — E f est continue par morceaux resp de
classe C" par morceaux sur I si et seulement si il en est de méme de
toutes ses composantes dans une base de E.

Page 2/26 Jean-Pierre Barani



4 avril 2002

Premiere partie

L’intégrale des applications
continues par morceaux sur un
segment a valeurs dans un
espace vectoriel normé de
dimension finie

1 Intégrale définie d’une application continue
par morceaux

Définition 1. Soit f une application continue par morceauxr de I dans E.

Soit (¢) = (e1, €3, ..., &) une base de E, dont la base duale, base des formes
coordonnées dans (e), est notée (w1, ma, ..., 7). Posons :

fi=mjof ieVtel, m:if](t)e_;
=1

Les f; sont donc des applications continues par morceauz de I dans K. Alors,
sia et b sont deux éléments de I, le vecteur :

Z ([ swa)

ne dépend pas de la base (e) choisie, on le note

/abmdt

de sorte que, pour 1 <j<mn:
b b
([ Wa)- [wenwa
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On remarquera alors que, si ¢ une forme linéaire sur E. Alors o f : [ - K
est continue par morceaux sur I et :

o([[ar)=[wenwa

Démonstration. Pour établir que le vecteur 27:1 (fab £i(t) dt) e_j> ne dépend

pas de la base (e) choisie, il suffit de faire un calcul de changement de base.
Comme toute forme linéaire sur E est combinaison linéaire des (7;), le

résultat général (2) résulte de (1).

Proposition 1. Si f € CY(I,E), a,b € I alors :

b
/mdm:m*m noté aussi [f°

Démonstration. Immédiat par passage aux composantes. 0

Remarque 1. Ce résultat est faux dans un contexte plus général que l'on a
étudié pour les fonctions a valeurs scalaires. Il reste vrai si f est continue
et C' par morceauz. Lors de Uapplication de cette formule les hypothéses
doivent étre clairement explicitées. .

Définition 2 (Intégrale d’une forme différentielle entre deux bornes).
Soient g € C°(I, E), f € CY(I,K) , en notant df la différentielle de f, on
peut définir la forme différentielle :

w=gdf

C’est a dire que la valeur de w(t) au point t € I est la forme linéaire sur R :

— —
g®) f'(t)dt ie h—gt)f'(t)h

[ [ [Csoa

Désignent la valeur de lintégrale :

Les symboles :

b=
/ o(t) (1) dt

Remarque 2. Ces notations sont particulierement commodes lors des chan-
gements de variables.
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1.1 Propriétés opératoires

Proposition 2. Soient f, g continues par morceauz de I dans E. Sia,b,c €
I et a,p €K, il vient :

/abmdx:/;f(—xﬁd“/cbmdw (Chasles)

/baf(—Q;de:f/:f(—a;sdx
/QQde:O

/b (af + ﬂg)(x;dm = a/bf(—de:L‘ + ﬂ/b@dx (Linéarité de lintégrale)

Démonstration. Immédiates par passage aux coordonnées dans une base. [

Proposition 3. Soit f une application continue par morceaux de I dans E
et (u1,ua,...,u,) un systéme de vecteurs de E et si (f1, fa,..., fn) €st un
systeme d’aplications continues par morceauz de I dans K, il en est de méme

de Y0 fi u et

/abz::fi(t)ﬂidt:f:< bf,;(t)dt) w

i=1 a

Démonstration. On munit E d’une base (a})lgign de base duale (m;)1<i<n. 11
suffit d’appliquer 7; aux deux membres de la relation a prouver et d’utiliser
la relation (1). O

Proposition 4. Soit f continue par morceaur de I dans E, u € L(E,F).
Alors wo f est encore continue par morceaux de I dans F' et, si a et b sont

deuz éléments de I :
b b
u(/ mdt) :/ (wo f) () dt
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Démonstration. On choisit une base (e) de E :

n

m:ij(t)e_;

n

/abmdtzz(/abmt)dt) e

J=1

o [ 7 ar) —jzn;(/abfj(t)dt) w(@)

qui vaut encore, d’apres la proposition 3 :

/ (Z fj(t)u(e_f)) a

D’ou le résultat puisque :
u(76) =3 K0y u(@)
j=1

O

Exemple 1. Soit t — M(t) une application continue par morceaux de [a, b]
dans M,(K). ce qui signifie que les coefficients a; ;(t) qui représentent les
composantes de M(t) dans la base canonique de M, (K) sont des fonctions
continues par morceauz sur [a,b).

Si P € M, (K), Uapplication définie par :

X — PX

est un endomorphisme de M,,(K). Il s’ensuit :

P (/abM(t) dt) = /abPM(t) dt

Si P € GL,(K), Uapplication définie par :

X PIXP
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est un endomorphisme de M,,(K). Il s’ensuit :

p! bM(t)dt P= bP*IM(t)Pdt
(o) -

De méme, on aurait :

Tr (/abM(t) dt) _ /: Tr(M () dt

Proposition 5. Les intégrales de deux fonctions continues par morceaux de
[a,b] dans E qui coincident sauf au plus sur une partie finie sont égales. On
peut donc définir fabthS dt ou f est définie sur [a,b] — {to,t1,...,t,} et se
prolonge en une fonction continue par morceaux sur [a,b].

Démonstration. Déja vue. |

1.2 Positivité, croissance

Proposition 6. Soient f,g € C°([a,b],R) avec a < b. Si f > 0 sur [a,b]
(resp f < g) alors :

/abf(:r)dxzo resp /abf(»’f?)dflfﬁ/abg(a:)dx

Démonstration. Déja vue.

REMARQUE IMPORTANTE 1. ATTENTION A L’ORDRE DES
BORNES D’'INTEGRATION.

Proposition 7. Sous les mémes hypothéses (f > 0) et s’il existe ¢ € [a, b]
tel que f(c) > 0 alors fab f(xz)dx > 0. Ce qui peut aussi s’écrire :

Vf e Ca,b),R), f >0 et /bmcix:o;»f:o

Démonstration. Déja vu. O
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Proposition 8 (Corollaire). Si f est continue sur [a,b] (a < b) d valeurs

réelles :
b
/ f(z)dz

Cette inégalité devient une égalité si et seulement si f a un signe constant.

REMARQUE IMPORTANTE 2. ATTENTION A L’ORDRE DES
BORNES D’INTEGRATION.

< / ()| dt

Démonstration. On applique la croissance de l'intégrale a I'inégalité —|f| <
f <|f]. Supposons maintenant I’égalité. Quitte & changer f en son opposée,
on peut supposer fab f(z)dz > 0. La fonction |f| — f est continue sur [a, ],
positive, d’intégrale nulle, elle y est donc nulle d’apres 7. |

Proposition 9 (Cas des fonctions a valeurs vectorielles). Si f est
continue par morceauz sur [a,b] (a < b) a valeurs dans E et si || || est une
norme quelconque sur E :

T

Démonstration. On suppose d’abord f continue sur [a,b]. On verra plus loin
que, pour une fonction continue sur un segment & valeurs vectorielles, les
sommes de Riemann convergent vers U'intégrale [théoréme 1] donc :

b
/ F(t)dt = lim R,
a n—o0

b
g/ 7@t

avec :
— b—a b—a
R, = k
CE(et)
D’ou :
— b—aw— b—a
nll < k
IR <Y (s r )

En passant cette inégalité a la limite, on a 'inégalité voulue.
Si f est maintenant continue par morceaux sur [a, b], on consideére une sub-
division (o, ..., z,) de [a,b], adaptée & f. Si f; € C([zi—1,;]) telle que, pour
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€)1, T, m = f(—xg alors :

On peut appliquer I'inégalité précédente & f; qui est continue sur [z;_1, ;] :

" fadad| < [ R 0

Ti—1 Ti—1

Or z — ||fi(x)|| est continue sur [z;_,2;] et coincide avec Hf(,c}|| sur

|zi—1, 2;[, donc :

> [ R~ [ 150

et 'inégalité voulue. |

Proposition 10 (Inégalité de la moyenne). Soient f et g deux fonctions
continues par morceaux sur [a,b] a valeurs dans E :

b b
7@ da s/ ||f‘<t3||dts(b—a)s[u§uf|\

Démonstration. || f|| est bornée sur [a, b] car elle y est continue par morceaux.
Le résultat découle du précédent et de la croissance de 'intégrale. O

Remarque 3. Ces "formules de la moyenne”, considérées par certains comme
lalpha et l'oméga des cours de calcul différentiel et intégral, ont d’autant

moins d’intérét que la fonction varie beaucoup sur le segment d’intégration.

Les majorations qu’elles induisent sont souvent trop pessimistes.

1.3 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Pour mémoire. Revoir cours sur les espaces préhilbertiens.
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2 Sommes de Riemann

Théoréme 1. Soit f € C([a,b], E). alors :

—>
b  b—a b—a
[ TGhan = 2S5 (a4a

)

Démonstration. On se rameéne au cas des fonctions & valeurs scalaires par
passage aux coordonnées dans une base. |

Exercice 1. Soit f une application continue d’un intervalle [a,b] dans un R
espace vectoriel normé E ; on suppose que f([a,b]) C C conveze fermé de E.
Montrer que la valeur moyenne de f sur [a,b] appartient a C.

3 Primitives et intégrales d’une fonction conti-
nue

Proposition 11. Soit f une application continue d’un intervalle I dans E
et a € 1. Alors lapplication F, : I — E :

xH/j%dt

est lunique primitive de f sur I telle que F,(a) = 0. Si h est une autre
primitive de f sur I, alors, pour x € I :

hz) — h(a) = m

Démonstration. 11 suffit de prendre une base de E et de se ramener au cas
des fonctions numériques. O

REMARQUE IMPORTANTE 3. ATTENTION A BIEN PRECI-
SER LA CONTINUITE DE f.

Proposition 12. Soient u et v deuz applications de classe C* d’un intervalle
J dans R et f une application continue d’un intervalle I dans E. On suppose
que u(J) C I et v(J) C 1. La fonction G : J — K définie par :

xH/U(I)f(—dex

Page 10/26 Jean-Pierre Barani



4 avril 2002

est de classe C' et

Va € J,G(a) = '(x) J0@) — v'(e) Ju@) |

Démonstration. Sia € I et Fﬁ = f;gvgdt; Cm = F(v(z)) — F(u(x)

et on applique le théoreme de dérivation des fonctions composées. La classe
C! s’en déduit. O
Remarque 4. La variable t du symbole f;f(—xgd:r: est muette. Elle a le
méme statut qu’une variable informatique locale a une procédure c’est a dire
inconnue en dehors d’elle. De méme, il peut y avoir des effets de bords si l'on

utilise une notation du type f:((;)) f(z) dz surtout avec plusieurs variables.

Remarque 5 (Extension aux fonctions continues par morceaux).
Soit f une application continue par morceaux d’un intervalle I dans E et
a € 1. Alors Uapplication F, : I — E :

xH/azmdt

est continue sur I. En tout point xo € I qui n'en est pas un plus petit élément
resp un plus grand élément, F, admet une dérivée a gauche resp a droite qui

vaut
Flawo—0) = Jim f@@) ey flw—0) = lm f(z)

La preuve se fait par passage aux coordonnées dans une base.

Proposition 13 (Changement de variable). Etant donnée f € C(I, E)
et ¢ € Cl(la, B, R) avec a = ¢(a) € I et b= ¢(B) € I, alors :

[ & = [ Fewiowa

Démonstration. On se ramene aux fonctions numériques par choix d’une
base. |

Remarque 6 (Extension aux fonctions continues par morceaux).
dans le cas ot f est simplement continue par morceauz sur I, il est conseillé
de se ramener au cas précédent en considérant une subdivision de ¢ ([, 5])
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4 Inégalité des accroissements finis et appli-
cations

Proposition 14 (Inégalité des accroissements finis). On suppose a < b.
Si f € C([a,b], E), de classe C* surla,b] et g € C([a,b],R), de classe C* sur
|a, b[ vérifient Uhypothése :

H
vt elo,bl, IF GBI < d) B)]

170 - 7@l < 9(0) — gla)|

Démonstration. f et g sont de classe C* sur ]a, b], on peut donc écrire, pour
a<zr<y<b:

17065 - 7= | /ﬁtidtH < ["17@lar < [ g0 = gt0) ~ o)

puisque les bornes sont dans le bon sens. Le résultat voulu se déduit de la
continuité de f et g sur [a, b] en passant 'inégalité a la limite lorsque z — a
puis y — b. O

Alors :

Proposition 15 (Extension). L’inégalité des accroissements finis subsiste
lorsque f et g sont continues et de classe C' par morceauz sur [a,b] & condi-
tion de remplacer L’hypothése (3) par la suivante : il existe une subdivision
(a=ty <ty <---<tp,=0>), simultanément adaptée & f et g telle que :

[Vt € [0 {to,tr .1}, DI < Do(t) (4)]

Démonstration. Soit (to,...,t,) une subdivision de [a,b] adaptée & f et g
satisfaisant 'hypothése (4) ci dessus. Il existe des applications (fi,. .., fn) et
(91, .9n), avec fi € C'([ti1, ti], E) et g € C'([ti—1,t;], R) telles que :

‘Vt €lti, i, R = F) et gi(t) = g(t)‘

1 en résulte que ||f/(t)|| < gi(t) sur Jt;_1,t;[ d’ot, d’aprés l'inégalité des
accroissements finis ci-dessus [proposition 14] dont f; et g; vérifient les hypo-

theses :
1A = Aol < 0it) — giltis)|
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Comme f et g sont continues sur [a,b], il vient f;(t;) = f(t:) et fi(tio1) =

f(ti—1), de méme pour g donc :

17 — Pl < gts) — gltin)

En sommant, il vient :

1) = Fall < S IFE) - el < 3 a(t) = ati) = 9(8) ~ a(a)

O

Remarque 7 (Interprétation cinématique). Si un mobile va moins vite
qu’un autre, la distance qu’il parcours dans le méme laps de temps est moins
grande.

Théoréme 2. Si f est une application continue de [a,b] dans E, de classe
C* sur)a,b] et si f' admet une limite en a, alors f est de classe C* sur [a,b].

Démonstration. Ce résultat a déja été vu comme conséquence du théoreme
des accroissements finis pour les fonctions & valeurs réelles (th de la limite de
la dérivée). Le cas vectoriel peut s’en déduire par passage aux coordonnées.

Donnons en une preuve directe. Supposons hm+ f'(x) = 0. Soit € > 0, il
T—ra

existe a >0 tel quea+a <bet:
!
Vz €la,a+al, ||f(z)]] <e

Fixons z €]a, a+af et u €]a, z[. L'inégalité des accroissements finis appliquée
a la fonction vectorielle f et a la fonction réelle g :

t— et
qui sont continues sur [a,z] et C* sur Ja, z[, assure que :

17() = F(afl| < e(z — a)

x étant libre dans Ja, a + af et € arbitraire, on a prouvé :

Ve>0,3a>0, z la,atalnl = ||F(@) - F@)]| < ez — a)
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donc f'(a) = T. La continuité de f sur [a,b] est alors immédiate. Si

lim+ fl(z) = m, on applique ce qu’on vient de prouver a la fonction auxi-
Tr—a

liaire :
T~ f(—xg —am

O

Proposition 16 (Extension aux dérivées successives). Si f est une
application continue de [a,b] dans E, de classe C" sur ]a,b] et si, pour 1 <
r <mn, D"f admet une limite en a, alors f est de classe C™ sur [a,b].

Démonstration. On raisonne par récurrence sur r, en appliquant le théoreme
précédent a D" f. O

Proposition 17 (Exemple d’application :Méthode de Newton). Soit I

un segment, f € C*(I,R) eta € } On suppose que Vx € I, f'(z) # 0, et que
f(a) =0. Les fonctions f' et f” sont bornées sur le compact I puisqu’elles y
sont continues. Notons :

my = inf |f'(z)| Mz = sup|f”(z)]
zel zel
my > 0 puisqu’elle est atteinte. Soit ¢ 'application de I dans R définie, pour
z €1 par:
f(z)
o) =2 —
D=5

Alors ¢ € CY(I,R) et, pour tout x € I :

16(2) — a] < ~2 (¢ — a)? (5)

- 2m1

En particulier, il existe n > 0 tel que J =]a — n,a + n| soit inclus dans I et
stable par ¢. La suite récurrente (z,,) définie par :

o € J et, pourn >0, Tpy = (b(xn)

dont tous les termes sont dans J, converge vers a, de plus, il existe deuz
constantes A > 0 et k €]0, 1] telles que :

Vn, |z, —al < AE@")

Done, si zo est choisi suffisamment prés de a, la suite (x,) converge "trés
vite" (ce qui n’a aucune signification scientifique) vers a.

Page 14/26 Jean-Pierre Barani



4 avril 2002

Démonstration. Soit z € I, posons g(z) = (z — a) f'(z) — f(z). Il vient :
9(z)
f'(z)
g est de classe C! sur I et ¢'(x) = (z — a)f” (z) donc :
lg'(2)] < M|z — al

d(x) —a=

En fixant z > a et en appliquant I'inégalité des accroissements finis entre a
—a)? . ao e
etragett— w, qui sont C! sur [a, 2], il vient I'inégalité

My(x — a)?
olo)) < Motz =0

D’oli 'on déduit l'inégalité (5). Raisonnement analogue, si < a, on consi-

Ms(t—a)?
2

dere alors l'intervalle [z, a] et les fonctions g et ¢ — — . Comme a est
2my

intérieur & I, il existe o > 0 tel que Ja — a,a + a[C I. 7 = min(33, @) (Si
f n’est pas affine) convient (vérification laissée aux lecteurs). L’étude de la

vitesse de convergence ainsi que des cas courants sera faite en exercice. [J

Remarque 8. Géométriquement, x,1 est l'abscisse du point d’intersection
de l'aze des x et de la tangente au graphe de f en son point d’abscisse x,,
(faire un dessin).

Proposition 18. Soient f € C'(I,E),g € C*(I,R) et a € I. On suppose
g >0et f'=o0(q) auV(a) c’est a dire :

—
‘V5>0, Ja>0/Vzel, |z —a| <a=|f(z) gsg'(x)‘
Alors :

170} - 7@}l = 0 (l9(2) — g(@)) au V()]

Démonstration. Supposons que a n’est pas plus grand élément de I et regar-
dons la situation a droite de a. Soit € > 0 auquel on associe a > 0 tel que
l[a,a+a[CTet:

—
Veel,|lr—a|l <a=||f(z)]| <ed(z)

Soit z fixé dans |a,a+af, on a Vt € [a,z],t € [a,a+ ] d’on |m\| <eg'(t).
Les applications f et eg sont C! sur [a, 7], elles y sont donc justiciables de
l'inégalité des accroissements finis. Donc || f(z) — mn < e(g(z) — g(a)).
Etude analogue a gauche de tout a € I qui n’en est pas plus petit élément.
(On remplace [a, z] par [z, a]) O
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Théoréme 3 (Intégration d’un développement limité). Soit ¢ € C*(I, E),
@' admettant au V(a),a € I un développement limité d’ordre n de la forme :

I = @la—a) +o((x - a))
k=0

Les aj sont des vecteurs de E. Alors ¢ admet au V(a) le développement
d’ordre n+1 :

ar

9(a) = 6la) + Yt oo~ a)f 4o (e - a))

Démonstration. On applique ce qui précede a droite resp d gauche de a aux
fonctions C* sur I :

n—
I x»—><m7¢(—a§fzk(jfl(mfa)k

et

n+1 n+1

g:z—(x—a) resp  (a—x)
f'=o0(¢") dou f =o0(g) au V(a) O

Théoréme 4 (Formule de Taylor-Young). Soit f € C*(I,E),a € I. f
admet le développement limité suivant appelé développement de Taylor- Young

de f auV(a) :

76 =3 1@ o @ - ay)
k=0 )

Démonstration. On introduit la fonction :

n I—ak
¢:x~>?§—;ﬂk><a>%

—_—
€ C™(I,E) et $®(a) =0 pour 0 <k <n.Onad®™ =o(1) au V(a) d’on,

par application récurrente de 3, ¢ (z) = o ((z — a)*) au voisinage de a
et la formule pour k = n. |
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Proposition 19 (Application aux courbes paramétrées). On se place
dans un espace affine réel £ dont la direction E est un espace vectoriel normé
de dimension finie sur R. Soit (y) : t — m(t) : I — £ un arc paramétré de
classe C™ avec n > 1. Soit ty € I, on suppose que,

e -
VeEe{l,....n—1}, m®(t) =0 et m™(te) # 0

alors Uarc (v) admet au point de paramétre t, une tangente dirigée par
Démonstration. On prouve l'existence d’une demi-tangente & gauche et a

droite en m(ty). Par exemple & droite, en supposant que |tg, +oo[NI # 0. On
applique la formule de Taylor-Young a l'ordre n, au point ¢y, a la fonction

vectorielle f : I — F définie par : t — m(to)m(t

—S f(”) t —to)" +(t— to)"e@

€: ] — E tend vers 0 quand t — ty. On en déduit :

—

it — ) !
te[u]_t:,,o-%—oo[ (t o) mw

D’ou, en vertu de la continuité de la norme :

—
I f(ti ™ ()
im = 7& 0
t=to (t — to)™ n!
telU]to,+oo[

D’ot, en vertu du théoréme sur la limite du quotient d’une fonction vectorielle
par une fonction scalaire de limite non nulle, ||f(¢)|| ne s’annule pas dans un
voisinage de ¢ et :

& ()

lim
ert IFBI 17 o]

Jon remarquera que pour la demi-tangente & gauche on aurait un signe £. O
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5 Intégration par parties et applications

Proposition 20 (Intégration par parties). Soit u € C*(I,K) et v €
CYI,E) a,b € I. La formule d’intégration par parties s’écrit :

/leu()ﬁdt—[uv / jdt

Ou encore, avec les notations différentielles :

b b
/udv:[uv]zf/ vdu

C’est encore vrai lorque u et v sont continues sur I et de classe C* par
morceauz sur I.

Démonstration. uv étant de classe O, d’apres la proposition 1 on peut inté-
grer la relation (uv)’ = w'v 4+ v'u sous la forme voulue. Méme chose lorque u
et v sont continues et C* par morceaux (c¢f cours du début de année). O

REMARQUE IMPORTANTE 4. Lors d’une intégration par parties, on
précisera toujours la classe des fonctions qui interviennent sur l’intervalle de
travail contenant les bornes d’intégration.

L arctan(t)
I= —dt
/0 (t+1)?

Les applications arctan et ¢ — (¢ 4+ 1)™" sont de classe C* sur [0,1]. On
peut donc intégrer par parties sous la forme :

Exemple 2. Calculer

I = 7/1 arctan(t) d((t + 1)™") = —[arctan(t)(t + 1) 715 + J
0

! ! dt
— -1 _
J = /0 (t+ 1)~ ' d(arctan(t)) = /0 YD)
(Achever le calcul). O

Théoreme 5 (Formule de Taylor avec reste intégral). Soit f € C*(I, E),
de classe C"*' par morceaus sur I. Soit a € I alors, pour tout point x € I :

7@ = @) + Rl
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avec :

~n

k=0

T — )"

Rn('TS :/ Fr() (o | ) dt
“ n!

Démonstration. Posons pour 0 < k <n:

T —— AT ]
I :/ f(“”(t)‘(m k!t) dt

Les applications f™ et t — (z;—f)k sont continues sur I et de classe C! par

morceaux sur 1. On peut donc, pour k > 1, intégrer par parties :

k

a

Ce qui s’écrit :

f¥(a)

— = a

L — I = 7l (—a)

—

Iy = f(z)— f(a_s, puisque f est de classe C! sur I. En sommant ces relations
pour 1 < k < n, on obtient la formule. O

Théoréme 6 (Inégalité de Taylor Lagrange). Soit f € C"(I,E), de
classe " par morceaus sur I. Soient a,b des éléments de I, || fD)|| étant
continue par morceauz sur le segment [a, b], elle y admet une borne supérieure
M. Il vient alors :

n o — 7ak 7an+l
Hf(—b;kz%f<k>(a)<bk!>H<M'<b )

(n+1)!

Démonstration. Sia = b c’est clair, sia < b :

’/bfwm(t)wdt” S/b

n!
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Par croissance de l'intégrale (a < b), cette derniére est majorée par :

b
/ M

a
Calcul analogue pour b < a en intervertissant les bornes des intégrales ma-
jorantes. O

_ )\ _ n+1
)
nl (n+1)!

Remarque 9 (Contextes d’utilisation de ces formules). La formule
de Taylor avec reste intégral, l'inégalité des accroissements finis, l’inégalité
de Taylor-Lagrange, sont des formules globales, permettant des majorations
explicites et quantitatives (par exemple majorations d’erreurs). Au contraire
la formule de Taylor-Young est locale et qualitative.

Exemple 3. L’inégalité de Taylor-Lagrange, appliquée a l'ordre 2n+ 2 a la
fonction sinus entre 0 et x # 0 s’écrit :

n X x2k+1 ‘$‘2n+2

sine =3 (V' G131 < @n g 9

k=0

Car toutes les dérivées du sinus sont, en valeurs absolues, majorées par 1
sur R. Comme

. |x|2n+2
lim ———— =0
n—o0 (2n + 2)!
On en déduit la convergence de la série de terme général (fl)k% et sa
somme :
o0 , akl
—1)f————— =sinx
2V Gy,

et ce, pour tout x réel puisque c’est clair si x = 0. En revanche, ['utilisation
de la formule de Taylor-Young pour prouver le méme résultat donnerait lieu
a un raisonnement fauz, laissant penser qu’il en est de méme pour toute
fonction de classe C*. Considérons la fonction :

_1
z

st x>0

e
f(x):{o si x<0

On a vu que f € C®°(R,R) et Vn, f™(0) = 0. La série de terme général

() (0)z™ . . \
% est donc convergente, de somme égale a 0 et non & f(x) comme on
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eut pu le penser a tort. La formule de Young affirme simplement que, pour
n fixé, application

c RoR: Q,,(I):f;:) si x#0
" " €(0)=0

est continue en 0, elle ne permet pas de majorer e,(x) en fonction de n
pour un x donné, pas plus qu’elle ne permet de prévoir le comportement
asymptotique de la suite (€,(x)),en- St on fait un calcul direct, on s’apercoit
que, dans cet exemple :

Vz €]0, 1], lim €,(z) = +oo
n—o0
Les lecteurs traceront le graphe de €, et étudiera la suite de terme général :
up = sup |e,(z)]

z€R

Deuxiéme partie
Applications et compléments

Dans cette partie on ne met pas de fléche sur les vecteurs de R”

6 Etude locale en un point critique d’une ap-
plication d’un ouvert de R"” dans R

Exemple 4 (Pratique de I’étude locale). cf cours

Théoréme 7. Le produit scalaire canonique sur R™ est noté (| ), la norme
euclidienne associée est notée || ||. On identifie une matrice M € M,(R)
et son endomorphisme canoniquement associé.

Soit f une application de classe C? d’un ouvert U C R™ dans R. Soita € U
un point critique de f. Notons H(a) l’endomorphisme canoniquement associé

\ . . . . 52
a la matrice hessienne de f en a, également notée H(a) = [658@ (a)] .
192 11<i j<n
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Soit Uy, ={h € R" / a+h € U}. Pour h € U,, on a le développement limité
d’ordre 2 suivant :

Flat h) = (@) + 5 (RLE(@).R) +][AIP ealR)

avec | lim €,(h) = 0|.
h—0

Démonstration. Pour M € S, (R), posons :

IIS[Il = sup [‘hSh| =
lInl|=1 !

sup |(h|Sh)| = sup [(2]SR)]
Il Hl|=1

Inll im0 (RIR)

dont D’existence est assurée par la compacité de la boule unité de R" et par
la continuité de I'applications bilinéaire (h, k) — (h|Sk) et de 'application
linéaire h +— (h,h) en dimension finie, qui entrainent celle de h +— (h|Sh).
On prouve aisément que ||| ||| est une norme sur S,(R) et que |(h|Sh)| <
TR

L’application de U dans S,(R) définie par z — H(z) est continue car ses
composantes dans la base naturelle de S, (R) le sont. Soit € > 0, il existe
donc 6 > 0 tel que :

[[hl][ <6 =heU, et [[H(ath)— H(a)l <

Fixons un tel h et appliquons la formule de taylor intégral a l'ordre 2 a la
fonction ¢ : [0,1] — R définie par ¢(t) = f(a + th) entre 0 et 1.

¢(t) =df(a+th).h="> %(a + th) h;
j=1 7

Les fonctions ng sont C! sur U. La dérivation de cette formule donne donc :
J

2
HOEEY az ng (a + th) hih; = (h|H(a + th).h)

1<i,j<n

Comme a est un point critique de f, il vient ¢'(0) = df(a).h =0 d’ott :

fla+h) =¢(1) = f(a) +%/0. (1 —t) (h|H(a+th).h)) dt

Page 22/26 Jean-Pierre Barani



4 avril 2002

or :

/0(1—15) (h|H (a + th).h)) dt—/o (1—t) (h|H(a).h)) dt

S/O (1 =) |(h[(H (a + th) — H(a)).h)| dt

S/o (1_t)H|H(a+th)_H(a)”"HhHthS/O (1—t)6|\h||dt:%

donc |e,(h)| < € ce qui prouve le développement limité voulu. O

Proposition 21. Sous les hypothéses du théoréme ci-dessus :
- Si H(a) est définie positive resp négative alors a est un minimum resp
un mazximum local.
— Si h est un vecteur propre de H(a) associé a une valeur propre A # 0
alors [ admet un minimum ou un maximum local dans la direction
de h suivant que A > 0 ou A\ < 0.

Démonstration. Contentons nous de traiter le cas ot H(a) € SHH(R), le
reste est a ’avenant.
Si A > 0 est la plus petite valeur propre de H(a), il vient :

(h|H (a).h) > A (h|h)

D’oll, en choisissant ||2|| assez petit pour que |e,(h)| < 3 :

Flath) — f(a) = S(hH(a)-h) + Al ea(h) > 0
ce qu’on voulait. O

7 Morphismes continus de R dans GL,(K)

Théoréme 8. Soit t — M(t) un morphisme continu du groupe (R,+) dans
le groupe (GL,(K), x) ie :

Vst € R, M(s+1t) = M(s)M(1)|

alors M est de classe C* sur R et, pour tout t € R et pour tout z € R"
(identifié & M,1(K)), M(t)z est la valeur & Uinstant t de lunique solution
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X :t— X(t) du probléme de Cauchy :

x
S - m0)x
X(0)==x

Démonstration. On utilise une technique du type "intégrer pour dériver".
M(0)? = M(0) donc, puisque M (0) est inversible, M(0) = I,. De plus,
d’apres la proposition 11 :

h
Jim % M(t)dt = M(0) =1,

h—0
h>0 Y0

De la continuité du déterminant on déduit :
1 [ 1
30 > 0/ Vt €]0,6][, det | — M(t)dt) > =
h Jo 2
Fixons h €]0,d[ donc foh M (s) ds, notée U, est inversible, soit ¢t € R :

/Oh M(t+s)ds = /Oh M(#)M(s) ds

qui vaut, d’aprés la proposition 4, exemple 1, M (t) Oh M(s)ds. En faisant le

changement de variable ¢ + s = = dans 'intégrale de gauche, il vient :

/t M) de = M (1) /0 " M(s)ds

M(t) = (/tHhM(:c) d:c) Ut

qui, par récurrence sur n, est de classe C* pour tout n.

Fixons alors t € R. Les deux fonctions s — M (s +t) et s — M(s)M(t) sont
égales et de classe C! sur R donc susceptibles dun développement de Taylor-
Young cf th 4 d’ordre 1 au voisinage de 0. Il existe donc deux applications €;

et donc :
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et o : R - M, (R), tendant vers 0 quand s — 0, telles que, pour tout
réel s :

| M(t) + M'(t)s + sex(s) = [M(0) + M'(0)s + sea(s)] M (1) |

Compte tenu de M(0) = I,,, il reste, pour s # 0 :

[M(t) + e1(s) = M(O)M(t) + eals) M (1) |

En faisant tendre s vers 0, la continuité du produit matriciel assure :

| M'(t) = M'(0)M(1)]

Posons alors A = M'(0) et X(¢) = M(t).z. Il vient :

dX dM
X(0)=M(0)z=2

O

Remarque 10. La réciproque de ce résultat (invariance des trajectoires par
translation) a été établie dans le cours sur les systémes différentiels linéaires
a coefficients constants.

Voici un exercice d’application de ce résultat qui fait revoir beaucoup de
questions.

Exercice 2 (Sous espaces de C (R, C) stables par les translations).
Soit E un sous espace vectoriel de dimension finie n de C (R, C) stable par
translation c’est-a-dire :

VfeE, YaceR, T,(f) € E

ou T,(f) est la fonction x — f(x+a). On notera encore T, I’endomorphisme
induit par T, sur E. On note (f1,..., fn) une base de E.

1. Montrer par récurrence qu’eziste (z1,...,2,) € R™ tel que :

det [£i(25)],<; jn # 0
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2. Soit M(s) la matrice de Ts dans la base (f1,..., fn)- A Uaide des for-
mules de Cramer, démontrer que l'application s — M(s) est continue
de R dans M,,(C). Montrer qu’elle vérifie les hypothéses du théoréme
8. En déduire que E C C*(R,C).

8. Montrer que E est stable par limite simple. En déduire qu’il est stable
par dérivation. Soit D ’endomorphisme induit sur E par la dérivation.

4. A Uaide d'un polynome annulateur de D, dont on justifiera l’existence,
démontrer que E est exactement l’ensemble des solutions d’une équa-
tion différentielle linéaire a coefficients constants.
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