
� ������

���������	���
�����
��������	
��
������������

�

�
���	��
�

�� 	���������
�

Κ = � ����� �� E ������������� ��!��� � Κ ��

�

•
2( ), 0, ( , )u L E a a b K∈ ≠ ∈ ����� Ev au bId= + �������� ( ) { | ( )}Sp v a b Sp vµ λ λΚ Κ= = + ∈ �

• 1( ), ,..., pu L E λ λ∈ �������������������������������������������������������������������������� ( )
i

E uλ ��������������

• ������ ���������������������������������
���������������������������u �!���!������������������"����

•
2( , ) ( ( )) ,u v L E u v v u∈ =� � �������� Im( )u �� ( )Ker u �������������������������������������������u ���������"�������� v ��

• 0 ( )Sp u uΚ∈ ⇔ �������#���������������� 0 ( ) ( )E u Ker u= ��

•
2( , ) ( ( )) , ( ) ( )u v L E Ker u Ker v u∀ ∈ ⊂ � ���� Im( ) Im( )v u v⊂� ��

• ����� ( ), [ ]u L E R∈ ∈Κ Χ ����� ( )Sp uλ Κ∈ �������� ( ) ( ( ))R Sp R uλ Κ∈ ���$����������� ( ( )) ( ( ))R Sp u Sp R uΚ Κ⊂ ��

• �	
��
�������
������������������%��&������ 1,..., [ ]nA A ∈Κ Χ ���������!���!������������������&��������

1
1

(( )( )) ( ( ))
n n

i i
i

i

Ker A u Ker A u
=

=

= ⊕∏ ��

�

"����!��������� E ����������#�������$������� �Κ ��

�

• !�������������"��"������������'������%�(���������
�����)����

• ( )u L E∈ ��������*�������"����

⇔ E �����������������������������������������������u �

⇔ +����������������������������������������������������
*���������������������� E �����

⇔ B∃ �"�������,� ���
�������������������������u �

⇔ +�����%�(���������
�����)������u ����������
������ [ ]Κ Χ ���� ( )Sp uλ Κ∀ ∈ ����������������������������������������������������������

�������������������������
��� λ �����
*��������������������
������������%�(���������
�����)�������u �����������������������������

⇔ -���&�����������%�(��������
������ [ ]Κ Χ �������������������������������������u �

• ���dim( )E n= ������� ( )u L E∈ ��� n ������������������������������������������u �������������������*�������"���������

���*�������"������������������������������������������������������������������

• u ��������*�������"��� ⇔ �+�����%�(���������
�����)������u ����������
������ [ ]Κ Χ ��

• ( )nM M∈ � ������������ ⇔ ( ) {0}Sp M =
�

��.�/0���� Κ = � ���

• �	
��
��������%��%�1����������,������������ ������������%�(���������
�����)����$�����������	�����u ���� E �����

��������������u ����� ( ), ( ) 0n MM M P M∈ Κ = ��

�

%� ��������� �&�!'� ������ ��!��
�

"������������ ����� E ���������������� �&�!'� ����� ��!��

�

• -�
*����
��������	%���	2��3��� ( ) 2, , |x y E x y x y∀ ∈ < > ≤ ��,*����
����{ , }x y �������
��



� ��!���

• -�
*����
����4��5�2�5���� ( ) 2, ,x y E x y x y∀ ∈ + ≤ + �

• �	
��
������6%�	�*������6����������%��
������	�*����� 1( ,..., )px x ��

2 2

1 1

p p

i i

i i

x x
= =

=� � �

7�����$
)������������
2 22

i j i j i jx x x x x x⊥ ⇔ + = + �

• -������
����������
��*��������
2 2 2 22( , ) , 2( )x y E x y x y x y∀ ∈ + + − = + �

• .�������������������������
2 2 2 2 22 1 1

( , ) , | ( ) ( )
2 4

x y E x y x y x y x y x y∀ ∈ = + − − = + − − �

• ��� F ��������������������������������� �������� E �� E F F ⊥= ⊕ ������������� E ������������������ ������

dim( ) dim( ) dim( )E F F ⊥= + �

• �	
��
������������#����������	�*������������������������� F �������������� ������������ p �������#����������	�*����������

F �������
��������� F ⊥
��

��� ( )F Ker p⊥ = �

!�� ( )y p x= ⇔ (y F∈ ���� )x y F ⊥− ∈ �

8��+�������������� x E∈ ��� F ���������������������������������������� F ��� ( )p x ����� ( ) inf
y F

x p x x y
∈

− = − �

9����� 1( ,..., )pf f ���������"�������	�����
����� F ��
1

, ( ) |
p

i i

i

x E p x x f f
=

∀ ∈ =� �

• -�
*����
����:����������� ( )i i Ix ∈ � (I ⊂ � �� ���������� ) ���������%��
������	�����
���� E ��������
2 2

, | i

i I

x E x x x
∈

∀ ∈ ≤� �

�

"����!��������� E ����������#�������$������� �Κ ��

�

• �	
��
����$���	������������������;������	������������ 1( ,..., )nB u u= �����"����)������)�������$����������������� E ��-��

�&������������)���"�������	�����
�� 1( ,..., )nB e e′ = �������)�����

����������� [ ] 1 11, , ( ,..., ) ( ,..., )k k kk n E Vect u u Vect e e∀ ∈ = = �

��������"�� [ ]1, , | 0k kk n e u∀ ∈ > �

• ( )u O E∈ �

⇔ u ������������������������������<����������

⇔ ( )u GL E∈ ����
* 1u u−= �

⇔ +$���*������u ��$����"�������	�����
����������"�������	�����
��

• ��� ( ), ( ) { 1, 1}M O n Sp M∈ ⊂ − +
�

����det( ) 1M = ± �

•
* 2 *( ), ! ( ), ( , ) , ( ) | | ( )u L E u L E x y E u x y x u y∀ ∈ ∃ ∈ ∀ ∈ = ��

*u ������$��#��������u ������������������"����

���	�����
�� B ���
*( ) ( )t

B BM u M u= ��

•
*( ), ( ) Im( )u L E Ker u u ⊥∀ ∈ = ����

*Im( ) ( )u Ker u ⊥= ��

• �	
��
�������������� E ������������ ( )u L E∈ ��%�
���)����
*u u= ���������u ��������*�������"��������������������������������

u ������!���!����	�*����&��������&���������"�������	�����
����� E � ���
��������������������������u ��u ������'�����
�����

���������"�������*��������������	�����
���

( )nM M∈ � ��
tM M= �������������������������������M ��������������
�������M ��������*�������"������

1( ), ( ,..., )nP O n D Diag λ λ∃ ∈ ∃ = �� iλ ∈� ���������)���
1 tM PDP PD P−= = ��7������)���M ��������	����*�������"����

�

�

�

�



� ��8���

• =
������������ ������)�������)����������������� ��������

��������ϕ ����� �����"����
������%�
���)������� E �� 1( ,..., )nB e e= �����"������� E ���� ,( ) ( )i j nA a M= ∈ � ��>�

, ( , )i j i ja e eϕ= �������� ( , ) t tx y XAY YAXϕ = = ��>� X ����Y ����������������������������������������
������������������&�

���%���������"���� B � ,

1 ,

( , ) i j i j

i j n

x y a x yϕ
≤ ≤

� = � ���

+�����������%�
���)����
����� A �������������������ϕ ��������φ ����������"���� B ��

!��6�������������������%�
���)����
����� A ������&������������)��� �����"����
������%�
���)���ϕ �����
n
� ������ A ��������

����������������"����������)������
n
� ��

8����� B ���� B′ ������!�"�������� E ������ :P B B′→ ��������
tA PAP′ = ��

�

(� �!)*' ��)��� �!��
�

• +���*
�
�����������
n
�
�

���������� k ��>� 1n k∧ = ��������������������
�
�������������"��������$������� ( ), ,
n

+ ×�
�

��

-��%������ ( ) { |1n Card k k nϕ = ≤ ≤ ���� 1}k n∧ = ��

• �	
��
������+�*���*���������G ����*������ ������� a G∈ ��

���+$��������� a �������� ( ) | |Card G G= �

!��+$�������$��������*���������G ���������$���������G �

• �������
������� �����������������$����������������� ����� ,a a∈� � ��-��������� [ ]Κ Χ ��

•
n
�
�

�������������� ⇔ n ��������������

• �	
��
����	��������
* 2( , ) ( ) , 1m n m n∈ ∧ =� ��������

n m
×� �
� �

����
mn
�

�
�������������	��������������������������������

?$�>� ( ) ( ) ( )mn m nϕ ϕ ϕ= × ��

• 6������	
��
������.��������
*n∈� �

������
( )1, | 1nk n n kϕ∧ = − ����������� [ ]( ) 1nk nϕ ≡ �

!����� p �������������� [ ], pk k k p∀ ∈ ≡� ���� | pp k k− �

�

���
+���
�

�� �� ������#� �,����
�

E �������������������� ��!��� #����#�!���
����������������� ��!��� #�������#�������$�����������#�!����� nu E∈ ��
���!���

��������� E = � ����� ��

�

• �
����*
��
���)����� q∈� ��

1

0

1

1

nn
k

n

k

q
S q

q

+

=

−
= =

−
� ���� 1q ≠ ���� 1n + ���� 1q = �

kq� �������*�� ⇔ � ( )n n
S

∈�
�������*�� ⇔ � 1q < ����������

0

1

1

k

k

q
q

+∞

=

=
−

� ����

1

1 1

n
k

n

k n

q
R q

q

++∞

= +

= =
−

� ��

• ��� nu� �������*��������� 0n
n

u
→+∞
→ ��

• �
�������=���������
1

nα� �������*�� ⇔ � 1α > �

• ��� nu� ������"���������������*����������� nu� �������*���������� nu� �����������*��������
0 0

n n

n n

u u
+∞ +∞

= =

≤� � �



� ��9���

• ��� nu ∈� ���� 0nu ≥ ������ n �����3�*������������ nu� ��"���������������*����� ⇔ � nu� �������*������

• �	
��
�������
�
�����*������� 1 ,n n n nu a a u+= − � ������*�� ⇔ ���������� ( )n na ∈� �����������*�������7����

0

0

limn p
p

n

u a a
+∞

→+∞
=

= − +� �

• �	
��
��������#���������� nu� ������"���������������*����� ⇔ �
0

0, ,
r

k

k

M r u M
=

∃ ≥ ∀ ∈ ≤�� �

• ����
������������������������������������������� +∞ �� ( )n nu O v= ����������

��� nv� ��"���������������*������ � nu� ��"���������������*�����

!�� nu� ������*������ � nv� ������*�����

• ����
����$
)��������������� n nu v
+∞
� �� nu� ��"���������������*����� ⇔ nv� ��"���������������*������

• +�����������!��
�����������*����������������*������+���������$�����
����������*���������$�����
���������*���������

�����*������7����������������  ������)��������������������������������!��
����������*���������������
�����������
�����
���

• =
*������=�����������������
��������

�������������� 1α > ��
1
( )nu O
nα

= ����� lim ( ) 0n
n

n uα

→+∞
= ��������� nu� ������"���������������*�����������������*������

!�����
1

( )nO u
n

= �������� nu� ����������*������

• =
*������?$����"����������
��������
��)������ nu ∈� ���$����&����� 0n ∈� ���� l +∈� ������)��� 0 , 0nn n u∀ ≥ ≠ ����

1lim 0n

n
n

u
l

u

+

→+∞
= ≥ ����������

������ 0 1l≤ < �� nu� ������"���������������*������?����������� 1l k< < �� ( )nnu O k= ��

!����� 1l > �� lim n
n

u
→+∞

= +∞ ��?�����������1 k l< < �� ( )n

nk O u= ��

8����� 1l = �����������������������

• =
*����������������������������������
*��*��"����
��������������������$
)�������������

7���������� 0nu ≥ �� nv E∈ ��

�������� nu� �������*�������� ( )n nv o u= �������� nv� ������"���������������*������������� 1 1( ) ( ( ))n k n

k n

R v v o R u− −
≥

= =� �

"����� nu� ������*�������� ( )n nv o u= ��������
0

( )
n

n k n

k

V v o U
=

= =� �

!��4'����	���������o O↔ �

7���������� 0nu ≥ ������ n �����3�*�������� nv ∈� ��

8������� nu� �������*����� n nu v
+∞
� �������� ( ) ( )n nR u R v

+∞
� ���������������@��

"����� nu� ������*����� n nu v
+∞
� �������� n nU V

+∞
� ��������������� +∞ ��

• �	
��
��������
�����������
�������� nu ∈� �� ( 1)nn nu u= − ���������������� ( ) 0n n n
u

∈ →+∞
→

�
�����
����������������� nu� �

������*�������

���
0

n

n

u
+∞

=
� ��������*������ 0u �� 0 0u= ≥ ��

!�� 1

1

, n k n

k n

n R u u
+∞

+
= +

∀ ∈ = ≤�� �

8��
2

2 1 2( , ) , p qp q U U U+∀ ∈ ≤ ≤� ��>�
0

k

k

U u
+∞

=

=� �



� ��A���

7��������	
��
��������*������
1, ( 1)nn nn u u+∀ ∈ = −� ��������

0

0n

n

U u
+∞

=

= ≤� ������#����������*������ 0u ���� 2 1 2p qU U+ ≥ ��

• �	
��
�������������������
���<���
*���������� :f + →� � �������������������������&���������������
��������������� +� ��

���������

���
1

1
1, ( ) ( ) ( )

k k

k k
k f t dt f k f t dt

+

−
∀ ≥ ≤ ≤� � �

!�� ( )f k� ����
0

( )f t dt
+∞

� ����������'���������������
�������������*
�
����
1

( ) ( )
n

n
n

w f n f t dt
−

= − + � ��
*n∈� ������

������*��������
0

0

, , ( ) ( ) (1)
n n

k

C n f k f t dt C o
=

∃ ∈ ∀ ∈ = + +� �� � �

�

%� -�������������) �'!���
�

0a > �$�.����������� 1a = ����
1

2
���� e/�

�

•
a

dt

tα
+∞

� �������*�� 1α⇔ > 11
([ , [)L a

tα
⇔ ∈ +∞ �

•
0

a dt

tα� �������*�� 1α⇔ < 11
(]0, ])L a

tα
⇔ ∈ �

•
0

( ) tI e dtλλ
+∞

−= � �������*�� ⇔ � 0λ > ��7����������
1

( )I λ
λ

= ��

• ?����������������������������
������������� ( )
b

a
f t dt� �������*��������� ( )

b

a
f t dt� �������*����� ( ) ( )

b b

a a
f t dt f t dt≤� � ��

• ����
������������������������ ���������� f ���� g ����������������������&���� [ [,a b ������ +� ��������)���

[ [, ,0 ( ) ( )t a b f t g t∀ ∈ ≤ ≤ ��

������ ( )
b

a
g t dt� �������*��� ( )

b

a
f t dt� �������*�����0 ( ) ( )

b b

a a
f t dt g t dt≤ ≤� � ��

!����� ( )
b

a
f t dt� ������*��� ( )

b

a
g t dt� ������*���

• ����
�������������������������� f ���� g ����������������������&���� [ [,a b ������� ��

�����������������*�����b−
�� ( )f O g= �������� g ������"������� [ [,a b �� � f ������"�������[ [,a b ��

!����� f ���� g �������������������� ( )f O g= ������� f ��$�������������"�������[ [,a b �������� g ��$�������������"�������

[ [,a b ��

• ����
����$
)���������������� ���������� f ���� g ����������������������&����[ [,a b ������� ��������)��� 0f ≥ �����[ [,a b ����

b
f g

−
� �������� g ������������������������*�����b−

�����������
*������ ( )
b

a
f t dt� ���� ( )

b

a
g t dt� ����������'������������

1 1([ , [) ([ , [)f L a b g L a b∈ ⇔ ∈ �

• =
*������=�������������������
*�������"����� +∞ �������� f ���������������������&�����[ [,a +∞ �

�������������� 1α > ��
1

( ) ( )f t O
tα

= ���� +∞ �������� f ����������"������� [ [,a +∞ ���
1([ , [)f L a∈ +∞ ��

!�����
1

( ( ))O f t
t

= ���� +∞ �������� f ��$�������������"�������[ [,a +∞ ���
1([ , [)f L a∉ +∞ ��

• �	
��
����$���
*��������������������������
*��*��"����
����

[ [, , ( , ), ( , ), 0I a f CM I E g CM I g+= +∞ ∈ ∈ ≥� ����� I ���� ( ) ( ( ))f t o g t= �



� ��B���

������ ( )
a
g t dt

+∞

� �������*��������
1( )g L I∈ ��������� ( )

a
f t dt

+∞

� ������"���������������*�����������
1( )f L I∈ ����������

( ) ( ( ) )
x x
f t dt o g t dt

+∞ +∞

=� � ��

!����� ( ) )
a
g t dt

+∞

� ������*��������� ( ) ( ( ) )
x x

a a
f t dt o g t dt=� � ��

• �	
��
��������*��������o O↔ ��

• �	
��
����$���
*�����������������������$
)������������ [ [ 2, , ( , ) ( ( , )) , 0I a f g CM I g= +∞ ∈ ≥� ����-���� ( ) ( )f t g t
+∞
� �

������ ( )
a
g t dt

+∞

� �������*��������
1( )g L I∈ ���������

1( )f L I∈ ���� ( ) ( )
x x
f t dt g t dt

+∞ +∞

+∞� �� ���������������@���� +∞ ���

!����� ( )
a
g t dt

+∞

� ������*��������
1( )g L I∉ ��������� ( ) ( )

x x

a a
f t dt g t dt

+∞� �� ��������������� +∞ ���� +∞ ���

• �	
��
�������	��*��������������"����������ϕ �����"�#�����������������
1C ���� ] [,α β ����� ] [,a b �� ] [( , , )f CM a b∈ � ���

��� ] [1 1(] , [) .( ) ( , )f L a b f Lϕ ϕ α β′∈ ⇔ ∈� �

!��+������
*������ ( )
b

a
f u du� ���� ( ( )) ( )f t t dt

β

α
ϕ ϕ ′� ����������'������������������
*���������)�$������������*�����

�

(� ������������ �������$���������
�

I ����� ��!!������ �� F ������������� ��!��� #����#�!�����������#�������$������!���!����������� F = � ����� ��

�

• �	
��
���������������
��$�������������� ������� E ����������������������
�������������� ������ X E⊂ ��

/������������� ��������� X ���� ����������������������� X ������������������ X ���$�����������

lim (lim ( )) lim( lim ( ( )) ( )n n
n x a x a n

f x f x f a
→+∞ → → →+∞

= = ��a X∈ ���� nf �������������������� a ���

• �	
��
����$���
*����������������*������$�������������� ������� [ ],X a b= ������������������������ ��

[ ]( , , )nf CM a b F∈ �� F �����������:����	�����
u

nf f→ ����� X �������� lim ( ) lim ( )
b b

n n
a an n
f t dt f t dt

→+∞ →+∞
=� � ��

• �	
��
�������
����������$������������� I ���������������� ��
1( , )nf C I F∈ �� F �����������:����	�����

s

nf f→ ����� I ����

��� : , u

ng I F f g′∃ → → �����-��������
1( , )f C I F∈ ���� lim ( ) lim ( )n n

n n

d d
f x f x

dx dx→+∞ →+∞
= ��� f g′ = ���

4'�����������������
u

nf g′ → ������������*�������� I ��

• �	
��
������������"������������ :nf X F→ �� X E⊂ �� F ����������������������
���������� a X∈ �����
u

nf f→ �����0�

������
,

, lim ( )n
x a x X

n f x
→ ∈

∀ ∈� ��&������������� nl F∈ ����������������� ( )n nl ∈� �������*������� l ������ F �� f ���������� a �����

�������
*������ l ������������������
, ,

lim ( lim ( )) lim ( lim ( ( ))n n
n x a x X x a x X n

f x f x
→+∞ → ∈ → ∈ →+∞

= ��

• �	
��
������������*����������
��������� ( ):n n
f I

∈
→ Κ

�
������������$�������������������)���

s

nf f→ ����� I ��

���� n∀ ∈� �� ( ) ( )
2

, ( , )nf f CM I∈ Κ ������� : Iϕ∃ →� ���������������������&�����������������
*��"������� I �������)���

n∀ ∈� �� nf ϕ≤ ��������
1( )f L I∈ ���� lim n

I In
f f

→+∞
=� � ��

, , ( ) ( )nt I n f t tϕ∀ ∈ ∀ ∈ ≤� ������$	%���	
������������������
1( )L Iϕ ∈ ��������
������������ n ��

• X E⊂ �� X I= ���������������� ������&������������� :nu X F→ ��

nu� ���� ���
�����������*��������� X ��

⇔ � , nn R∀ ∈� ��
 �������� X ���� 0u

nR → ����� X �

0

ndéf

n k

k n

U u
= ∈

� �
⇔ =� �
� 	

�
�

������������������ ������������ ���
�����������*��������� X �

• ����� :nu X F→ ����� F ���������������������
����������������������*��������� X �������� ���
�����������*��������� X ��



� ��C���

• �	
��
���������������
��$������������� ������� :nu I F→ ��������� nu �������������������� I �������
0

n

n

u
≥
� �������*��

��� ���
����������������*�������� I ��������
0

n

n

U u
≥

=� ������������������ I ��

• �	
��
����$���
*������������������������

������ I ����������*������ , ( , )nu U CM I∈ � ���� nu� ���� ���
�����������*��������� I ��������
0 0

n n
I I
n n

u u
≥ ≥

=� �� � ��

!������� I ������������)������)���� , ( , )nu U CM I∈ � ��
0

n

n

U u
+∞

=

=� �����
1( , )nu L I∈ � �������

0

n
I

n

u
≥
�� �������*���������

1( , )U L I∈ � ����
0 0

n n
I I
n n

u u
≥ ≥

=� �� � ��?��������
0

n
I I

n

U u
+∞

=

≤�� � ��

• �	
��
�������
������������������������� I ���������������� ��
1( , )nu C I F∈ �� F �����������:����	�����

0 0

0

, ( )n

n

x I u x
≥

∃ ∈ � ������*��������
0

n

n

u
≥

′� �������� ���
�����������*��������� I ���������������*�������� I ��������
0

n

n

u
≥
� �����

����������
1C ����� I ����

0 0

, ( ) ( )n n

n n

d d
x I u x u x

dx dx≥ ≥

� � � �
∀ ∈ = � �� �

� 	� 	
� � ��

• �	
��
������������"������������ I ���������������� �� a I∈ �����
0

n

n

f
≥
� �������*����� ���
��������� I �������

, lim ( )n
x a

n f x
→

∀ ∈� ��&������������� nl ������������
����
0

n

n

l
≥
� �����������*�������� ( )

0 0

lim ( ) lim ( )n n
x a x a

n n

f x f x
→ →

≥ ≥

� �
=� �

� 	
� � ��

�

0� 1���) �!����� �#�� ����
�

• �����
mA⊂ � ���������� : [ , ]f A a b F× → �������������������� �������� :g A F→ ��
 ��������� ( ) ( , )

b

a
g x f x t dt= � �����

������������� A ��

• ����� A ������������������������ : [ , ]f A a b F× → �������������������)���
f

x

∂

∂
��&�������������������������� [ , ]A a b× �����������

 �������� :g A F→ ��
 ��������� ( ) ( , )
b

a
g x f x t dt= � ���������������

1C ����� A ��������� , ( ) ( , )
b

a

f
x A g x x t dt

x

∂
′∀ ∈ =

∂�
��

• ���������
�����������*���������������� I ���������������)������)���������
mA⊂ � ���������� :f A I× →� ��������������

������������������
��������"������������)��� x A∀ ∈ ���� �������� ( ,.)f x ��������������������������&����� I ��7�������������

�����)�$����&�����ϕ ����
*��"������� I �������)��� , , ( , ) ( )t I x A f x t tϕ∀ ∈ ∀ ∈ ≤ ����������� �������� :g A→� ��
 ���������

( ) ( , )
I

g x f x t dt= � ���������������������

• ?
�������������������*���������������� A ����������������
*n∈� ���������� :f A I× →� ��
�� ���������	%���	
�������

�	
��
�����
�
��������������)��� {1,..., },
k

k

f
k n

x

∂
∀ ∈

∂
��&���������
�� ��������������'����	%���	
�������������� ��������

:g A→� ��
 ��������� ( ) ( , )
I

g x f x t dt= � ���������������
nC ����� A �����������

( ), {1,..., }, ( ) ( , )
k

k

kI

f
x A k n g x x t dt

x

∂
∀ ∈ ∀ ∈ =

∂�
��

=����)�����6��������!��	
��
������
�
�������������)��� A ����������������������� �������  ����$
��"��������	%���	
�������

����������������������*�������� A ����������������������+�������������� kϕ ��
����������*��������� k ������������� x ��

• �	
��
������.�"������������� [ , ]I a b= ���� [ , ]J c d= �!���*������������ :f I J F× → �����������

������ ( ) ( )( , ) ( , )
b d d b

a c c a
f x y dy dx f x y dx dy=� � � � ��



� ��D���

• .��������;�������6���� 0x > ����
*n∈� ��

1

0
( ) t xx e t dt

+∞
− −Γ = � �E� ( 1) ( )x x xΓ + = Γ �E� ( 1) !n nΓ + = �E�

1
( )
2

πΓ = �

�

2� �� ��������* ���
�

• +������$�"����� ( )n na ∈� ����������������&����
0

( ) n

n

n

S x a x
≥

=� ������� 0r > �����)������������ ( )nn na r ∈� ������"���
���������

�������

������
0

, n

n

n

x r a x
≥

< � ������"���������������*������

!��+���
������� ���������
0

( ) n

n

n

S x a x
≥

=� �����������������������*�������������� ���
�����������*�����������������������

K �������)���������� { | }rD z z r= ∈ <� ����������������)��� ���
� { | }a rD z z a r D= ∈ ≤ < ⊂� ��

• ����
������?$����"����������
���������
�����������
0

( ) n

n

n

S x a x
≥

=� ������
��������
������� , , 0nN n N a∃ ∀ ≥ ≠ ����������������

1n

n n

a

a

+

∈

� �
� �� �
� 	 �

�������*������������� l �������������%������������*�������� S ������
1

( )S
l

ρ = ��

• �����
0

( ) n

n

n

S x a x
≥

=� ����
0

( ) n

n

n

T x b x
≥

=� ���

������ n na b
+∞
� �������� ( ) ( )S Tρ ρ= ��

!���$����&����� [ ], 0P P∈ Χ ≠� �����)��� , ( )n nn b P n a∀ ∈ =� �������� ( ) ( )S Tρ ρ= ��

•
0

( ) n

n

n

S x a x
≥

=� �� , nx a∈ ∈� � �� ( ) 0R Sρ= > �� ] [,R R− ��$���������������������������*�������� ( )S x ����������

������� ] [,R R− �����������
������ S ����������������������
�����
���
�� S′ ����'�����%������������*�����)��� S ��

!�� S ���������������C∞
����� ] [,R R− ��7��������
������ S ������������������� ] [,R R− ����������������

7����
( ), (0) !k

kk S k a∀ ∈ =� �������
( ), ( ) ( 1)...( 1)k p k

p

p k

x R S x a p p p k x
+∞

−

=

< = − − +� ��

8��6���� x R< �������������
*���� S �������������������[ ]0, x ��������
�������
*�
�����'�����%������������*�����)��� S ���

�$�����$���)���������������� S ����� ] [,R R− �)����$����������@��

• ������ ���������������������$��������������@��������(�������?�,�@���7���"���������?�,�@�������
���������������


�
������������������� �������%������������*�����������������������������������(�����

• , cos( ) ( )z iz ch z∀ ∈ =� ���� sin( ) ( )iz ish z= ��

�

�

3� �� �������-�� �� �
�

"������������ �����
*

k

k

u
∈

�
�

�����)����,������!!������� )���!����##�����!���� �������� #��)��� �!� k k kv u u−= + �

*k∈� ���

�!� �� 0

1

( )k k k

k k

u u u u
+∞

−
∈ =

= + +� �
�

��

�

• �	
��
������?����	��������� :f →� � ���������
������ 2π ��������������
1C ������������&������ ������������
�������.�������

( )S f ���� f �������*������������������ ���� ( )1
, ( )( ) lim ( ) lim ( )

2 t x t x
x S f x f t f t

− +→ →
∀ ∈ = +� ��

• �	
��
������������*������������������ :f →� � ���������
������ 2π ������������������������
1C ������������&������ ��

����������
�������.���������� f �������*������������������� ��������� f ��



� ��F���

• .����������6������������� :f →� � ���������
������ 2π ����������������������&������ ���������������<�����*��������

���*����� 2π ���������

2
22

0

1
( ) ( )

2
nc f f x dx

π

π

+∞

−∞

=� � ����������� ( )
2

22 2 20

0
1

1
( )

2
n n

n

a
a b f x dx

π

π

+∞

=

+ + =� � ��

�

4� -�������������!����� ���� ��'!���
�

D ���� �����
n
� ��

1

1

( )

: , ( ,..., ) , ( ) ...

( )

p

n

p

f x

f D x x x D f x

f x

� �
� �

→ ∀ = ∈ = � �
� �
� 	

� ��

�

• ������������������������������� : n pf →� � ����
nx∈� ��+����
������������������������� iφ ����������

nx∈� ������
 ���������

1 1 &( ,..., , , ,..., )
:

i i n

p

i
t f x x t x x

φ
− +

→
�

� � ����� f �����������������������������'��������������������������������������������
�����)������� �������

• f ��������������������
1C �����D �����	��������������
���
���������������&�������������������������D ��

• ?�  
��������������� f ���������������
1C �����D ��������� , nx D h∀ ∈ ∀ ∈� ����� x h D+ ∈ ���������

1

( ) ( ) ( ) ( )
n

i

i i

f
f x h f x h x o h

x=

∂
+ = + +

∂
� ���������&�����������������
�����������������
���� f ���� x ����$���������

1

( ) ( )
n

i i

i i

f
df x h x dx

x=

∂
=

∂
� ������$���������������
��������*�����������  
�������������� f ���������� x ��

• ���
1( )f h g C D= ∈� ��������

1

, {1,..., }, ( ) ( ( )) ( )
n

k

ki k i

uf h
x D i p x g x x

x u x=

∂∂ ∂
∀ ∈ ∀ ∈ =

∂ ∂ ∂
� ��

• �	
��
��������	2��3������
2 ( )f C D∈ ��������

2, ( , ) {1,... }x D i j n∀ ∈ ∀ ∈ �� ( ) ( )
i j j i

f f
x x

x x x x

� � � �∂ ∂ ∂ ∂
=� � � �� �∂ ∂ ∂ ∂� 	� 	

��

• ������
��������������&������������� f �����������
1C �����D �������������� a ����
��������D ������������������&�������������

��� f �������������
���
����������������� f ���� a ��$���������� a ����������������
���������������)������ f ��?���������������

 ������������
2
� ������� ������������� a ��������
�
��������

2
� ���

2

2
( )
f

r a
x

∂
=

∂
��

2

2
( )
f

t a
y

∂
=

∂
����

2

( )
f

s a
y x

∂
=

∂ ∂
��7������

������
2 0rt s− > ���� 0r < �������� a ����������&�������������� f ��

!�����
2 0rt s− > ���� 0r > �������� a ������������������������� f ��

8�����
2 0rt s− < �������� a ��$������������&���������� f ��

• .������������%����G���*������
2 ( , )f C U∈ � ��>�U ������������������

2
� ����� ( , )a b �������������U ������������������ h �

��� k �����3����������

( )
2 2 2

22 2

2 2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ,

2

f f f f f
f a h b k f a b h a b k a b h a b hk a b k a b o h k

x y x x y y


 �∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + + + + + +� 


∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂� �
��

• 7������������������#���"��������� f ���������� a ��������������� ( )df a �����������������&�"�����������)�������
p
� ����

n
� ��

,�����������
�� ( ) ( )i
f

j

f
J a a

x


 �∂
= � 


∂� 
� �
������1 i p≤ ≤ ����1 j n≤ ≤ �������
�������������������
����#���"������� f ����������

a ����������
� ( )fj a ��

• �	
��
����$��������������� f ���������������
1C �����D ������#��������������� f ��������

1C ���  
�����	��������D ����� ( )f D �

�������������������� a D∀ ∈ �� ( )df a ���������������	������$��������������������?������������ ( )1

1

( ( )) ( )ff
J f a J a−

−
= ��

�

�



� ���@���

5� ������������� ��!���� #���
�

E ������������� ��!��� �Κ = � ����� �������#�������$�������������

�

• /����������������������������� . : E +→� �������)�����

��� , 0x E x∀ ∈ ≥ ���� 0 0x x= � = �

!�� , ,x E x xλ λ λ∀ ∈ ∀ ∈Κ = �

8��
2( , ) ,x y E x y x y∀ ∈ + ≤ + ����
*����
������*��������

( , )d x y x y= − �����������������������
���� . ��

• H�����������������

�������
nΚ ���

1
1

n

i

i

x x
=

=� ��

1

22

2
1

n

i

i

x x
=

� �
= � �
� 	
� ��

1

sup i
i n

x x
∞

≤ ≤

= �

!������ [ ]( , , )C a b Κ ���
1

( )
b

a
f f t dt= � �� ( )

1

2 2

2
( )

b

a
f f t dt= � ��

[ ],
sup ( )
t a b

f f t
∞

∈

= �

8������ ( )nM Κ ��� ,1
1 ,

i j

i j n

M m
≤ ≤

= � ��

1

22

,2
1 ,

i j

i j n

M m
≤ ≤

� �
= � �
� 	
� �� ,

1 ,

sup i j
i j n

M m
∞

≤ ≤

= �

• !�������� 1N ���� 2N ���� E ������
)����������������������������������&����� , 0α β > ������)���

1 2 1, ( ) ( ) ( )x E N x N x N xα β∀ ∈ ≤ ≤ ��

• U ����������� E ����������������������������������U ������������*������	�������������������� U U⇔ =
�

���

• U ����������� E �������� ���
�������������������� A A= ��>� A ������$��	
��������� A �� x �������	
������� A �����������������

����������������������� x �I����������������� A �J��

• ,A B ������������ E �� A ���������������� B �������������������� A ���������� B ��

• +$���*���
�����)�������������$������������������$��� ���
�������������������������� ���
���

• ��������
���/���������� A ���� E ������������������������������������������������������������������ A ����������&�����������

�����������������*���������������������� A ����� A ��������������� A ����� ���
�����"���
���+���
�����)����$����������)�$���

���������� ��������� A �������������������� X A⊂ ����� ���
��� X ������������������ A ��������������� A ����������
���������

������������/�����������������������������������

• +$���*������������$�������������������������

• ������������������������������������������%�����"���
�����������������"�������

• �	
��
������1�����:�������������������������������������������������%�������� ���
���������������

• �����
������� E �������������������������������������������������������	%�������������� E �������*������ E �������������� E �

�����������������"����	����������������������������
�������������� ������������������


