Mathématiques Bac Blanc TS du mercredi 7 mars 2012 (4 heures)

Chaque exercice sera rédigé sur une copie difféeent

Les calculatrices sont autorisées (mais aucun féaimaipersonnel).
La qualité de la rédaction, la clarté de la cogiela précision des raisonnements entreront powr part importante dans
I'appréciation des copies.

Exercice 1: sur 4 points

Les 300 personnes travaillant dans un immeubleudealix de trois niveaux ont répondu aux deux cuesti
suivantes :

« « A quel niveau est votre bureau ? »

» « Empruntez-vous I'ascenseur ou I'escalier pausvy rendre ? »

Voici les réponses :

« 225 personnes utilisent 'ascenseur et, parnesi, 50 vont au®Lniveau, 75 vont au®diveau et 100
vont au 8 niveau.

« Les autres personnes utilisent I'escalier etypaelles-ci, un tiers va alf @iveau, les autres vont atf 1
niveau.

On choisit au hasard une personne de cette populati

On pourra considérer les événements suivants :

—N; : « La personne va au premier niveau. »

— N : « La personne va au deuxieme niveau. »

— N3 : « La personne va au troisieme niveau. »

— E : « La personne emprunte I'escalier. »

1. Traduire I'énoncé a l'aide d’'un arbre pondéré.

a. Montrer que la probabilité que la personne aill@aniveau par I'escalier est égalel—]g.

b. Montrer que les événements, N, et N; sont équiprobables.
c. Déterminer la probabilité que la personne emprliesealier sachant qu’elle va afirdveau.

3. Soitnun entier inférieur ou égal a 300. On interrogeod@sisn personnes de cette population. On
suppose que leurs réponses sont indépendantesdesies autres.

a) Justifier que la probabilité de I'événement «xains une personne va auriveau » est égale a :

2 n

3
b) Déterminer le plus petit entiarstrictement positif tel que la probabilité de I'éeenent « au moins une
personne va au diveau » soit supérieure ou égale a 0,998.



Exercice 2 :sur 6 points
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes
Partie A

On considére I'équation différentielle (B)+y=¢€"

1. Montrer que la fonction définie sur 'ensemble des nombres réels Ryfa) = x€ ™ est une solution de I'équation
différentielle (E).

2.0n considere I'équation différentielledE y'+ y = 0. Résoudre I'équation différentielle JE

3. Soitv une fonction définie et dérivable sur R. Montree da fonctionv est une solution de I'équation différentielle
(E) si et seulement si la fonctier-u est solution de I'équation différentiellegjE

4. En déduire toutes les solutions de I'équation diffiéielle (E).
5. Déterminer I'unique solutiog de I'équation différentielle (E) telle q0) = 2.

Partie B
On considere la fonctiofy définie sur 'ensemble R des nombres réels f&K) = (x+ k) € ouk est un nombre réel

donné.

On note Gla courbe représentative de la fonctfpdans un repére orthogonal.

1. Montrer que la fonctiofy admet un maximum en= 1-k.

2.0n noteMy le point de la courbe @’abscisse 1k Montrer que le pointl, appartient a la courbE d’équation

y=e”*.
3. Sur le graphique donné en annexe 1 (a rendre av@ple), le repére est orthogonal mais I'unitél’se des

abscisses et sur I'axe des ordonnées ainsi qu@ias des courbes n'apparaissent pas. Sur ce guaplaig a tracé
deux courbes :

e la courbel d’équationy=¢€™ ;
* la courbe gd’équationy = (x+ K) €* pour un certain nombre réetionné.
a. ldentifier les courbes et les nommer sur I'annex& fendre avec la copie).

b. En expliquant la démarche utilisée, déterminealew du nombre ré&lcorrespondante ainsi que l'unité
graphique sur chacun des axes.

4. Montrer que la fonction fdéfinie parF, (X) = k+1— (x+ k+1)€* est la primitive dé, qui s'annule en 0.



Exercice 3  sur 5 points
On considere la suite {udéfinie pour tout entier naturelnon nul par :

u, = (1+ 1)
n

1. On considére la fonctiohdéfinie sur [0 ; o[ par f(X) = x=In(1+ X)
a. En étudiant les variations de la fonctipmontrer que, pour tout réepositif ou nul,
In(1+ x) < x
b. En déduire que, pour tout entier naturelon nul,In(u,) <1.
c. La suite (y) peut-elle avoir pour limite so ?

2. On considére la suite{) définie, pour tout entier naturelnon nul, parn, =In(u,)

1 : :
a. On posex =—=. Exprimerv, en fonction dex.
n

b. Restitution organisée de connaissances :
X

On rappelle quéirrg © _1:1.

+
Démontrer quelimoM =1 en posantX =In(1+ x)
X~ X

c. Endéduirelim v,

n - +oo

d. Justifier alors que la suitefuest convergente et déterminer sa limite.



Exercice 4: sur 5 points Pour les éléves n'ayant pas suivi I'enseignement dpécialité.

Le plan est rapporté & un repére orthonormal d{@cti , v).

1) Résoudre dans 'ensemilzdes nombres complexes, I'équation d'inconuez? —-2/3z + 4 = 0.

2) On consideére les points A d'affixe, = J3 - i, B d'affixe z;=+/3 + i et C le milieu de [OB] d’affixez.
a. Deéterminer la forme exponentielle dg , z, et z.

b. Sur une figure, placer les points A, B et C en arér2 cm pour unite.
c. Montrer que le triangle OAB est équilatéral.

3) Soit D I'mage de C par la rotation de centred@ngle - %T et E image de D par la translation de vectgur.
a. Placer les points D et E sur la figure.

[1+ i(4—ﬁe)].

b. Montrer que I'affixe z- du point E vérifie :z. =

c. Montrer que OE = BE 5/5 - 2/3.

4) Montrer que les points A, C et E sont alignés.
Dans cette question toute trace de recherche, nidcoenpléte, ou d'initiative, méme non fructueusea prise en
compte dans I'évaluation.

NI~

Exercice 4 :sur 5 points Pour les éléves ayant suivi I'enseignement deégialité.

Le plan est rapporté a un repere orthonormal c(i@:dﬁ ﬁ) . ¥

On consideére les points A et B d’affixes respedtive N

2,=2 etzB=§ + . "
2

On considére les points M, N et P tels que lesgtes AMB, BNO

et OPA soient des triangles rectangles isocélesde direct

comme le montre la figure ci-dessous.

On note $la similitude directe de centre A qui transformeeMB. P
On note $la similitude de centre O qui transforme B en N.
On considére la transformatioF S, o §.

Le but de I'exercice est de démontrer de deux fagdifférentes que les droites (OM) et (PN) sontgemdiculaires.
1) A l'aide des transformations.

a. Donner I'angle et le rapport dg & de S

b. Déterminer I'image du point M puis celle du poimdr la transformation

. . T L .
c. Justifier que est une rotation d’angI% dont on précisera le centre.

d. Quelle est I'image du point O paf?
e. En déduire que les droites (OM) et (PN) sont padjmeraires.
2) En utilisant les nombres complexes.
a. Donner les écritures complexes deeSde $. On utilisera les résultats de la question 1a.
b. En déduire les affixes, etzy des points M et N.
c. Donner, sans justification, I'affixe du point P puis démontrer que les droites (OMP&t) sont
perpendiculaires.
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Corrigé de I'exercice 1
1. On sait que 225 personnes utilisent I'ascensgyarmi celles-ci, 50 vont ad’ hiveau, 75 vont au®Riveau et

— _225_ 3 50 _ 2 75 1 100
100 vont au 3niveau. doncp(E) =——=—, =—=— == = =_
P(E) 300 4 Re(N) 225 9 R(N) 225 3 R(N) 225
Les autres personnes utilisent I'escalier et, pagiies-ci, un tiers va alf iveau, les autres vont afl diveau
75 1 2 1
doncona:p(E)=—=—, ==, =_
P(E) =255 7 E(N) == R(N) ==
on peut don¢raduire I'énoncé a I'aide de I'arbre pondéré cigtrus et le compléter par déductions:
//Nl
2!3'/
E"'/ 13 N2
ES—1n
e e
1/4 .
/// N3
3/4 ///Nl
\ 2/
o
E—113 )
K\\*-k
419
\__‘

~—

N3

2.a. L’évenement « la personne va au deuxiéme nipaaliescalier est B N,

1 1 1
P(E NN2)=p(E) xR(N;)= 1 Xg = ET

La probabilité que la personne aille &ineau par I'escalier est bien egal?_—%.

b. D’apres I'arbre de probabilité et la formule gesbabilités totales , on a:

= E _1><—2 —3X_2:_1
P(N) = F(En N)+ {En N)=xs+x2=—
= ¥ _SX} —1X—1:_1
P(N,)= p(En N)+ f En I\D_Z 3723 3
= E —gxﬁz_l
P(N;) = p(En Ns)—4 9”3

P(N)=p(N2)=p(N5) Les évenements NN, et N; sont donc équiprobables.

c. La probabilité que la personne emprunte I'escatiehant qu’elle va au’hiveau est (E)

P(En N,) _
p(N,)

1
Pn2(E) = Z

M

3. Soitn un entier inférieur ou égal a 300. On interrogend@aisn personnes de cette population. On suppose

que leurs réponses sont indépendantes les unesittes.
a)

L a probabilité qu’une personne aille &l &u au 3¢e niveau est p{BN; )= p(N1)+p(,3)=§

L'événement contraire de I'événement « au moinsparsonne va au Aiveau » est « n personnes vont au

n
premier ou au troisieme niveau » de probab{te
car I'énoncé précise I'indépendance des réponses

La probabilité cherchée est donc égalé-&E%)

0,75

0,25

0.25

0.25

0.25

0,75

0.75



b) On cherche le plus petit entiestrictement positif tel qué—(%} > 0,99¢

cette inéquation est équivalente a

n

(%) < 0,002 ce qui équivaut en appliquant larfton In a Ir[%} < In0,002

nln(gjsln(0,00Z)a n> '”(0’(2)02) '“(0’202):15,3
soit encore 3 |n(§) or |n(§)

Le plus petit entien strictement positif tel que la probabilité de I'éegnent « au moins une personne va‘au 2
niveau » soit supérieure ou égale a 0,998 est tiéonc

Corrigé de I'exercice 2

Partie A :

1. On calcule la dérivée de u en utilisant la formule du produit : U'(X) = € — xé*.

Onadonc: U'(X)+u(X=€*— x&+ x&= €.

u est donc est une solution de I’équation différentielle (E)

2. On sait d’apreés le cours que les solutions (sur R) de I'équation différentielle y’=ay sont les fonctions définies

sur R par Xx— K&, avec K € R. On en déduit :

Les solutions de I’équation (E,) sont les fonctions h définies sur R par h, (x) = Ke™, ou K €R
3. v est une solution de I'équation différentielle (E)

~ ODXOR V(R+ (3= &

OxOR V(R+ (3= u( x+ @ xdapres Q

= OXOR V(Y- u(3+ ¢ ¥~ @ x=0
= IXOR (v=0'(3+ (v 9( ¥=0

< V-—u est solution de (E )
4. v est une solution de I'équation différentielle (E) < v —u est une solution de I'équation différentielle (E)

d’aprés Q.3. < v—u est de la forme X+> Ke *avecK réel, d’aprés Q. 2. & OXOR (XY = Y 3+ K&
Par suite :

Les solutions de I’équation (E) sont les fonctions v, définies sur R par vy (x) = Ke ™ +xe™ = (x +K)e™™, ou K €R

5. Soit g une solution de (E) : d’aprés Q.4, il existe un réel Ktelque: IXO R, g( N =( x+ K) &

Comme : g (0) = 2,ke’ =2 d’ou K = 2, on en déduit :

L’unique solution g de I’équation (E) vérifiant g (0)= 2 est la fonction g définie sur R par : g (x) = (x +2)e™.
PartieB:

1. On calcule la dérivée de f; en utilisant la formule du produit: f', (X) =€ —(x+ R €"=(1- x R &
Puisque €* > 0 pour tout réel X, le signe de f’ k (x) est celui de 1-x k.

Comme 1-x -k >0 < x <1-k, fk est croissante sur ]—-o; 1-k] et décroissante sur [1-k ; +oo[ :

La fonction f, admet donc un maximum pour x = 1-k.

2. My a pour coordonnées (1-k, f; (1-k)), soit (1—k,e'(1'k)). Puisque Yv, = g , 0N a prouvé :

Le point de la courbe C, d’abscisse 1-k appartient a la courbe I' d’équation y =e™.

3. a. Lafonction H: X+ € est strictement décroissante sur R, ce qui permet d’identifierimmédiatement les
deux courbes. ( Voir figure)

b. ¢ On sait que la courbe I" passe par le point de coordonnées (0 ;1) donc une graduation sur I’axe des
ordonnées correspond a une unité.

D’autre part, f(0) = k et C, coupe I'axe des ordonnées a 2 graduations donc a 2 unités. On en déduit que k = 2.
Enfin, on sait que C, et [ se coupent au point d’abscisse 1 — k, donc, comme k = 2, au point d’abscisse — 1. Or,
cela correspond a deux graduations sur I’axe des abscisses. Sur I’axe des abscisses, une graduation correspond a
0.5.
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4. En utilisant la formule du produit et sachant que k + 1 est une constante, on calcule la dérivée de F:

F'(X)=-e*+(x+ ktl)&*=(-1+ ¥ k1) &= (x k&= ,{ )cequiprouve que F, est une primitive
de f.De plus: F (0) =k +1- (k+1)= 00On a bien démontré

que F est la primitive de f, qui s’annule en 0.

(Ck) T

Corrigé du n® 3
uI
1. a. On calcule la dérivée de la fonction f en utilisant (In u) =—.
u
1  1+x-1_ x

1+x  1+x  1+x
Comme x € [0 ;+oo[, 1 + x est strictement positif et ' (x) est du signe de x. D’ou le tableau de variations :

fr(x)=1-

X 0 +00

signede f'(x)| O +

variations fl0)=0-1In(1)=0
de f 0 —

On en déduit que pour tout x positif ou nul, f(x) est positif ou nul ; autrement dit : X—In(1+ X) = O c'est-a-
dire In(1+ X) < X

b. In(un) = In(1+1)n = n|n(1+_1j
n n

1 1
En appliquant le résultat de la question précédente avec X =—, ce qui est possible car — est positif, on
n n

, 11 . . . iy 1 1 o

obtient: In| 1+ = |< = d’ou en multipliant par n qui est strictement positif, nln| 1+—= |< nXx—= =1 c'est-a-
n n n n

dire In(u,) <1
c. On vient de démontrer que, pour tout naturel n non nul, In(u,) <1
d’ol on déduit : u, < e pour tout entier n > 0.
Or, une suite qui tend vers + o finit par dépasser n’importe quel réel, pour n assez grand. Donc la suite (u,) ne
peut pas avoir pour limite + co.

2.a. v, =In(u) =In (1+£) = nIn(1+Ej
n

n

+
On pose le dou n :E et Vn :E'n(l.k X): In(l X)
n X X

b. On pose X = In(1+x) dou 1+ X =e’etx =e*-1.
Quand xtend vers 0, 1 + Xtend vers 1 et X tend vers In(1) = 0.
Inl+x) X

X e -1

X

-1 . X . In(1+x
=1 donc, par inverse, lim = =1 d’ou on déduit, par composée : lim g =1
x-0e* =1 x-0 X

. . e
On sait que lim
X -0
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1 . In(@+x
¢. Quand n tend vers + 0, X == tend vers 0 et lim ¥ =1 donc, par composée, vu qu’on a démontré en

n x-0 X

In(1+ x .
2.a.que V, zﬁ,ona lim v, =1

X n - +co
d. v, =In(u,) donc y, = €"

Onsait que lim v, =1 donc, par composée, lim u, = e : la suite (u,) converge vers e.

n - +oo n - +oo

Exercice 4: sur 5 points Pour les éléves n'ayant pas suivi I'enseignement dpécialité.
1) 22 -2/3z+ 4=0 A=(2J3P -16=- 4 don(zlzz\/éT_z=\f3—i =\ 3 i
s={v3-i,3+]

2) On consideére les points A d'affizg = J3 - i, B daffixe z;=+/3 + i et C le milieu de [OB] d’affixez.
3

_ A= _ 1._
a) |2,| = /4 = 2 alorsz, = %7—E| =26

|z5|=2 alorsz, = Z{@ +% iJz 6 = Z,=

C étant le milieu de [OB] on & =% z, = eb
b)

i:i:ig = A i:l_T - 66.:7_7.
= e rg(ZJ 5 - (oA 0d=72

Le triangle OAB est isocéle en O avec un anglc-gdelonc OAB est équilatéral.

Us

3) b) D est I'image de C par la rotation de ce@real’angle- IET onadonczy =7 xe 2

T

E est I'image de D par la translation de vecBauron a doncze =z, +2i = 7z = 7 e2 +2j

T s L 1 Jé

T LT i 1
o z=efxe?2 +2i o z=e3 +2ie z2==-+—+2ije ==(1+ (43
- z e=2- 2=—(1+ (4-V3)
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YOS SEE N/PYvENET IR NP Ta SN R N TR RN
- 2=2(L+i(4-3)) -V3-i=2 -3+ i[ 1_%

BE = |zE—zB|=\/(% —\/§T +(1—§] =\/711_\/§+3+1_\/_3+§,=\/W5'

4) d’apres la question précédente, on a OE = BIE @osst un point de la médiatrice de [OB]

De méme AO = AB car le triangle OAB est équilatéahc A est un point de la médiatrice de [OB]

Et C est le milieu de [OB]. On a donc A, E et @aés.

Exercice 4 :sur 5 points Pour les éléves ayant suivi I'enseignement deégialité.
1) A l'aide des transformations.

a. S estla similitude directe de centre A qui transferM en B donc le rapport de la similitude est égal
% =2 et I'angle de la similitude esém, ﬂﬁ) =]7: (277) car le triangle AMB est rectangle isocele
direct.

0,75

S; est Ia similitude directe de centre O qui transi®B en N donc le rapport de la similitude est égal
ON _ =— etl'angle de la similitude e:€t73, a\l) =7 car le triangle BNO est rectangle isoceéle dire
OB f 4

b. M O~ BOM&~ N doncr(M)=N
| O~ PO&-1 doncr(l) =1 car le triangle OAP est rectangle isocgteP
0,5

c. r estla composée de deux similitudes directes d@st une similitude directe de rapport le prodigis

1
rapports de Set S soit 1 et d’angle la somme des angles gdet$ soitg. Le centre de est I'unique
point invariant donc | d’apres la question précéeen
On en déduit queest la rotation de centre | et d’angzge
0,75

d. Limage de O par est le point P car dans le triangle isocéle regea®AP, | milieu de [OA] donc (PI)
hauteur et médiane relative a I'hnypoténuse [OA]adBh= 10= IA.
0,5

e. On sait que I'image de M par la rotatiest N et 'image de O parest P donc la droite (PN) est I'imag
par

r de la droite (OM). On en déduit que I'angle forna& [@s deux droites est I'angle de la rotationvia

]—2T, donc (OM) et (PN) sont perpendiculaires.
0,75

2) En utilisant les nombres complexes.

a. D’aprés la question 1) a. on sait queeSt la similitude directe de centre A, de rapp&t et d’angle;—T.

T
S, a pour écriture complexe : z’ =az + b ou a/éeI4 et be C. De plus A est invariant par 8onc

7, =264 7 + be 222 %2+ be b= 2- z/_2§+ 4‘%):— 2.

I
S,a pour écriture complexa= z' =+/2 et z- 21

0.75

e



TT

De méme on démontre que&pour écriture complexez‘:% e z. 0,75

i
b. Le point M est 'antécédent de B par, 8n a donc z, =2 e* Z, — 2i

3 i 2*3
<:>—.= 4 —'<:> =
3\, .
2 2 =370

Le point N est I'image de B pa,3n a donc :

I e EN 0
2 2 2 2 )\ 2 4 4
c. Le point P a pour affixepz= 1 —i
CL
2% _4 4 _73+9 _-143 1+ B)E3H )
zy — % 9.3 9+3i 3+ 10
4

Or Arg [ﬁj = (W , W\l) =7 om)
v~ % 2
On en déduit que les droites (OM) et (PN) sont @ediculaires 0,5







