BACCALAUREAT GENERAL

16 février 2011

MATHEMATIQUESX%

Série S

urée de 'épreuve : 4 heures
efficient: 7

* t comporte[d pages (y compris celle-ci) numérotées de 1 a4

L'emploi des calculatrices est autorisé, dans les conditions prévues par la réglementation en
vigueur.

Le candidat doit traiter les quatre exercices.

La qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans I'appréciation des copies.




Exercice 1 4 points

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (O; 7, 7).
Soit f la fonction définie sur |—1; +oo[ par:

fx) =x*>-22x+2.2In(x+1)

1. Faire apparaitre sur I’écran de la calculatrice graphique la courbe représentative de cette fonction
dansla fenétre -2 < x <4et -5y <5.

Reproduire sur la copie I'allure de la courbe obtenue grace a la calculatrice.
2. D’apres cette représentation graphique, que pourrait-on conjecturer :
a) sur les variations de la fonction f?
b) surle nombre de solutions de I’équation f(x) =07
3. On se propose maintenant d’étudier la fonction f.
a) Etudier le sens de variation de la fonction f-
b) Etudier les limites de la fonction f en —1 et en +oo, puis dresser le tableau de variations de f.

c) Déduire de cette étude, en précisant le raisonnement, le nombre de solutions de 1'équation

fx)=0.
d) Les résultats aux questions[3.alet[3.c confirment-ils les conjectures émises a la question[2]?

4. On veut représenter, sur ’écran d'une calculatrice, la courbe représentative de la fonction f sur l'in-
tervalle [-0,1;0,2], de fagon a visualiser les résultats de la question 3]

a) Quelles valeurs extrémes de I'ordonnée y proposez-vous pour mettre en évidence les résultats
de la question[3.c/dans la fenétre de votre calculatrice?

b) Al'aide de la calculatrice déterminer une valeur approchée par défaut a 10~2 pres de la plus
grande solution a de ’équation f(x) = 0.

5. Soit F la fonction définie sur |—1;+oo[ par :

1
F(x) = 5x3 —1,1x%-2,2x+22(x+ 1) In(x+ 1)

Démontrer que F est une primitive de f sur]—1;+ool.

Exercice 2 8 points

Partie A - Restitution organisée de connaissances

Dans cette question, on demande au candidat d’exposer des connaissances.

On suppose connu le résultat suivant :

La fonction x — e* est 'unique fonction ¢ dérivable sur R telle que ¢’ = ¢, et ¢(0) = 1.
Soit a un réel donné.

1. Montrer que la fonction f définie sur R par f(x) = e%* est solution de I'équation y' = ay.

2. Soit g une solution de I'équation y' = ay. Soit h la fonction définie sur R par k(x) = g(x)e”**. Montrer
que h est une fonction constante.

3. En déduire 'ensemble des solutions de I'équation y' = ay.



Partie B
Soit f la fonction définie sur R par :

3

1+2e7%
2. Etudier les limites de la fonction f en +oo et en —oo.

1. Démontrer que f(x) =

3. Etudier les variations de la fonction f.

Partie C

1. On a étudié dans une réserve fermée I’évolution d'une population de gazelles Thompson. La taille de
la population, au temps ¢, est notée g(¢). On définit ainsi une fonction g de I'intervalle [0; +oo[ dans
R. La variable réelle ¢ désigne le temps, exprimé en années. L'unité choisie pour g(t) est la centaine
d’individus. Le modele utilisé pour décrire cette évolution consiste a prendre pour g une solution, sur
I'intervalle [0; +oo[, de 'équation différentielle :

(El):y'zg

a) Résoudre I'’équation différentielle (E;).

b) Déterminer I'expression de g(f) lorsque, a la date ¢ = 0, la population comprend 100 gazelles,
C’est- a-dire g(0) = 1.

c) Apres combien d’années la population dépassera-t-elle 300 gazelles pour la premiére fois ?

2. Enréalité, dans un secteur observé d'un parc naturel donné, les lions empéchent une telle croissance
en tuant une certaine quantité de gazelles. On note u(¢) le nombre de gazelles vivantes au temps
t (exprimé en années) dans cette région, et on admet que la fonction u, ainsi définie, satisfait aux
conditions :

poou(n) (w0
En: A= T

u0)=1

pour toutréel £ >0

ou v’ désigne la fonction dérivée de la fonction u.

a) On suppose que, pour tout réel positif ¢, on a u(t) > 0. On considere, sur l'intervalle [0; +oo],
1
la fonction h définie par h = —. Démontrer que la fonction u satisfait aux conditions (E») si et

u
seulement si la fonction £ satisfait aux conditions :

1 1
R(r)= _th + B pour tout nombre réelt > 0
h(0)=1

(E3):

ou k' désigne la fonction dérivée de la fonction h.

1 1
b) Donner les solutions de I’équation différentielle y' = ~1 y+ - et en déduire I'expression de la
fonction A, puis celle de la fonction u.

¢) Dans ce modele, comment se comporte la taille de la population étudiée lorsque ¢ tend vers
+007?



Exercice 3 5 points

1. Résoudre dans C I'équation :
(E):42* - 12z+153=0
2. Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O; U, V), d’unité graphique 1 cm, on considére les

points A, B, C, P d’affixes respectives : z4 = 3 +6i, zg = 3 6i, zc = -3 - Zi’ zp =3+ 2ietle vecteur w
5
d’affixe zg; = -1+ Ei'

a) Déterminer I'affixe zy du point Q, image du point B dans la translation ¢ de vecteur w.

b) Déterminer |'affixe zz du point R, image du point P par '’homothétie i de centre C et de rapport
1

-3
b2
¢) Déterminer I'affixe zg du point S, image du point P par la rotation r de centre A et d’angle -3

d) Placer les points P, Q, R et S.

3. a) Démontrer que le quadrilatére PQRS est un parallélogramme.

ZR—2
b) Calculer R *=Q .
zp — ZQ
En déduire la nature précise du parallélogramme PQRS.

c) Justifier que les points P, Q, R et S appartiennent a un méme cercle, noté 6. On calculera I’affixe
de son centre Q et son rayon p.

4. Ladroite (AP) est-elle tangente au cercle € ?

Exercice 4 3 points

On considere la suite (1), définie par :

U =1
Upy1 =Up+2n+3 pourtoutneN

1. Etudier la monotonie de la suite (1) ,en-

2. a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, > n?.
b) Quelle est la limite de la suite () ,en ?

3. a) Calculer les 5 premiers termes de la suite (¢5) ,en-

b) Conjecturer une expression de u; en fonction de n puis démontrer cette conjecture.



