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MATHÉMATIQUES
Série S

Durée de l'épreuve : 4 heuresCoe�
ient : 9
Ce sujet 
omporte 5 pages (y 
ompris 
elle-
i) numérotées de 1 à 5

L'emploi des 
al
ulatri
es est autorisé, dans les 
onditions prévues par la réglementationen vigueur.Le 
andidat doit traiter les trois exer
i
es.La qualité de la réda
tion, la 
larté et la pré
ision des raisonnements entreront pour unepart importante dans l'appré
iation des 
opies.
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Exer
i
e 1 5 pointsDans le plan 
omplexe (P) muni d'un repère orthonormal dire
t (O ; #–u , #–v ) d'unité graphique 4 
m,on 
onsidère le point A d'a�xe a = −1 et l'appli
ation f , du plan (P) dans lui·même, qui au point Md'a�xe z, distin
t de A, asso
ie le point M ′ = f(M) d'a�xe z′ tel que :
z′ =

iz
z + 1

.1. Déterminer l'a�xe des points M tels que M ′ = M .2. Démontrer que pour tout point M distin
t de A et de O, on a :OM ′ =
OMAM et (

#–u ,
#       –OM ′

)

=
(

#     –

MA, #      –

MO)

+
π

2
à 2π près.3. a) Soit B le point d'a�xe b = −

1

2
+ i.Pla
er dans le repère le point B et la médiatri
e (∆) du segment [OA℄.b) Cal
uler sous forme algébrique l'a�xe b′ du point B′ image du point B par f .Établir que B′ appartient au 
er
le (C) de 
entre O et de rayon 1.Pla
er le point B′ et tra
er le 
er
le (C) dans le repère.
) En utilisant la question 2, démontrer que, si un point M appartient à la médiatri
e (∆),son image M ′ par f appartient au 
er
le (C).d) Soit C le point tel que le triangle AOC soit équilatéral dire
t.En s'aidant des résultats de la question 2, 
onstruire, à la règle et au 
ompas, l'image dupoint C par f (On laissera apparents les traits de 
onstru
tion.)4. Dans 
ette question, on se propose de déterminer, par deux méthodes di�érentes, l'ensemble (Γ)des points M distin
ts de A et de O dont l'image M ′ par f appartient à l'axe des abs
isses.Les questions a. et b. peuvent être traitées de façon indépendante.a) On pose z = x+ iy ave
 x et y réels tels que (x, y) 6= (−1, 0) et (x, y) 6= (0, 0).Démontrer que la partie imaginaire de z′ est égale à :Im (

z′
)

=
x2 + y2 + x

(x+ 1)2 + y2En déduire la nature et les éléments 
ara
téristiques de l'ensemble (Γ) et le tra
er dans lerepère.b) À l'aide de la question 2, retrouver géométriquement la nature de l'ensemble (Γ).
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Exer
i
e 2 4 pointsSoit f la fon
tion dé�nie sur l'intervalle ]− 1 ; +∞[ par :
f(x) = 3−

4

x+ 1
.On 
onsidère la suite dé�nie pour tout n ∈ N par :

{

u0 = 4
un+1 = f (un)1. On a tra
é, en annexe 1, la 
ourbe C représentative de la fon
tion f sur l'intervalle [0 ; +∞[ etla droite D d'équation y = x.a) Sur le graphique en annexe 1, pla
er sur l'axe des abs
isses, u0,u1,u2 et u3. Faire apparaîtreles traits de 
onstru
tion.b) Que peut-on 
onje
turer sur le sens de variation et la 
onvergen
e de la suite (un) ?2. Dans 
ette question, nous allons démontrer les 
onje
tures formulées à la question 1. b.a) Démontrer par un raisonnement par ré
urren
e que un > 1 pour tout n ∈ N.b) Montrer que la fon
tion f est 
roissante sur [0 ; +∞[. En déduire que pour tout entiernaturel n, on a : un+1 6 un.
) Déduire des questions pré
édentes que la suite (un) est 
onvergente et 
al
uler sa limite.Exer
i
e 3 5 pointsPartie A : Restitution organisée de 
onnaissan
esOn utilisera le résultat suivant : les solutions de l'équation di�érentielle y′ = ay où a ∈ R sont lesfon
tions g dé�nies sur R par g(x) = Keax où K ∈ R.Le but de 
ette partie est de déterminer les solutions de l'équation di�érentielle (E) y′ = ay + b où

a ∈ R
∗ et b ∈ R.1. Démontrer que la fon
tion u dé�nie sur R par u(x) = −

b

a
est une solution de (E).2. Soit f une fon
tion dé�nie et dérivable sur R. Démontrer l'équivalen
e suivante : f est solutionde (E) ⇐⇒ f − u est solution de l'équation di�érentielle y′ = ay.3. En déduire toutes les solutions de l'équation di�érentielle (E).Partie BUn 
y
liste roule sur une route des
endante re
tiligne et très longue. On note v(t) sa vitesse à l'instant

t, où t est exprimé en se
ondes et v(t) en mètres par se
onde.On suppose de plus que la fon
tion v ainsi dé�nie est dérivable sur l'intervalle [0 ; +∞[.Un modèle simple permet de 
onsidérer que la fon
tion v est solution de l'équation di�érentielle :
10v′(t) + v(t) = 30.En�n, on suppose que, lorsque le 
y
liste s'élan
e, sa vitesse initiale est nulle, 
'est-à-dire que v(0) = 0.1. Démontrer que v(t) = 30



1− e− t

10



.2. a) Déterminer le sens de variation de la fon
tion v sur l'intervalle [0 ; +∞[.b) Déterminer la limite de la fon
tion v en +∞.3. On 
onsidère, dans 
ette situation, que la vitesse du 
y
liste est stabilisée lorsque son a

élération
v′(t) est inférieure à 0,1 m.s−2. Déterminer, à la se
onde près, la plus petite valeur de t à partirde laquelle la vitesse du 
y
liste est stabilisée.3



Exer
i
e 4 Réservé aux 
andidats ayant suivi la de spé
ialité, 5 pointsOn rappelle la propriété, 
onnue sous le nom de petit théorème de Fermat :Si p est un nombre premier et a est un entier naturel non divisible par p, alors ap−1 ≡ 1 (modulop).On 
onsidère la suite (un) d'entiers naturels dé�nie par :
u0 = 1 et, pour tout entier natureln,un+1 = 10un + 21.1. Cal
uler u1, u2 et u3.2. a) Démontrer par ré
urren
e que, pour tout entier naturel n,

3un = 10n+1 − 7.b) En déduire, pour tout entier naturel n, l' é
riture dé
imale de un·3. Montrer que u2 est un nombre premier.On se propose maintenant d'étudier la divisibilité des termes de la suite (un) par 
ertains nombrespremiers.4. Démontrer que, pour tout entier naturel n, un n'est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5.5. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, 3un ≡ 4− (−1)n (modulo11).b) En déduire que, pour tout entier naturel n, un n'est pas divisible par 11.6. a) Démontrer l'égalité : 1016 ≡ 1(modulo17).b) En déduire que, pour tout entier naturel k, u16k+8 est divisible par 17.Exer
i
e 5 Réservé aux 
andidats ayant suivi la spé
ialité, 1 pointPour 
ha
une des deux a�rmations, dire si elle est vraie ou si elle est fausse, en justi�ant le 
hoixe�e
tué.1. Le PGCD de 2 004 et 4 002 est 6.2. Pour tout n de N
∗, 2n − 1 n'est jamais divisible par 9.
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ANNEXE 1(À rendre ave
 la 
opie)

1 2 3 4 5−1
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